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1. Introduzione

Secondo il Modello a Quark Naive (NQM) [1] la funzione
d’onda del nucleone dovrebbe essere costituita soltanto dai quark
di valenza u e d; questo modello fornisce una rappresentazione
corretta degli adroni a grandi distanze (plccoh impulsi trasferiti).
Tuttavia a distanze piccole (grandi Q?) & possxbde rivelare la pre-
senza di piu costituenti, rappresentat1 da coppie ¢¢ del mare e
da gluoni: la loro esistenza e giustificata nell’a.mb1to della QCD
perturbativa. :

La presenza di questi costituenti puod peraltro essere messa
in luce giad a piccoli @2, ciod nel regime non perturbativo, da
diverse osservazioni sperimentali. Questo effetto non sorprende
piu di tanto dal punto di vista teorico: da un lato, infatti, tecniche
di QCD non perturbativa indicano la presenza nel vuoto di un
condensato 83 [2] , dall’altro esistono modelli che consentono di
spiegare il problema (come 1 modelli a solitoni [3]).

Le indicazioni sperimentali ci sono fornite sia da esperimenti
ad alte che a basse energie: nel primo caso gli effetti pit eclatanti
sono quelli osservati in esperimenti di scattering profondamente
anelastico, ed hanno condotto alla cosiddetta spin crisis del pro-
~ tone; nel secondo caso esistono due osservazioni fondamentali a
favore della presenza di stranezza nel protone: la discrepanza del
valore del o-term per lo scattering anelastico w-Nucleone ottenuto
dall’ampiezza di scattering 7N e da estrapolazioni sullo splitting
di massa barionico, e la forte violazione della regola OZI riscon-
trata nell’annichilazione NN in stati finali contententi mesoni ¢.
Esistono inoltre altri effetti secondari che permettono di pervenire
alle stesse conclusioni e a risultati significativamente compatibili
con i precedenti.

Questo lavoro & organizzato nel seguente modo: una prima
sezione & dedicata alle osservazioni sperimentali e alle problema-
tiche connesse a fenomeni ad alte energie, ovvero a grandi impul-
si trasferiti; nel cap. 2.1 si fara riferimento all’andamento delle
funzioni di distribuzione dei quark nel nucleone, con particolare
attenzione a quelle per i quark strani; nel capitolo 2.2 verra data
una descrizione delle misure utilizzate per giungere al risultato che
ha comportato la cosiddetta spin crisis del protone, e nel capitolo
2.3 si dara qualche accenno agli approcci teorici adottati per ren-
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derne ragione. In questi paragrafi si fara continuo riferimento alle
notazioni introdotte nell’ambito del modello a partoni, di cui vie-
ne data una trattazione schematica ed essenziale (ai fini di questo
discorso) nell’appendice.

Una seconda sezione & invece dedicata allo studio di feno-
meni soft (a basso impulso trasferito): nel par. 3.1 e in 3.2 si
dara una descrizione delle problematiche connesse con il o-term:
mettendo in luce una possibile correlazione dei risultati ottenuti
con quanto trovato in esperimenti ad alte energie; nel par. 3.3 si
descriveranno brevemente le osservazioni sperimentali che hanno
evidenziato la violazione della regola di Zweig nell’annichilazione
antinucleone-nucleone. Un ultimo paragrafo e dedicato alla di-
scussione di ulteriori effetti, sia ad alte che a basse energie, che
forniscono risultati compatibili con quelli precedentemente indi-
cati.

2. Misure ad alte energie.

2.1 Andamento delle funzioni di distribuzione
dei quark nel nucleone.

Le informazioni principali sull’andamento delle funzioni di
distribuzione dei quark entro il nucleone sono forniti da esperi-
menti di scattering profondamente anelastico non polarizzato lep-
~ tone-nucleone. Lo scattering é rappresentato schematicamente dal
diagramma di Feynman (fig. 1, ved. Appendice):

03 =-(le-k)

& >
N = 3 (1=-x)p

P \
Fig. 1 Diagramma di Feynman per lo scattering
profondamente anelastico di un leptone su un nucleone.




In generale, gli esperimenti di scattering profondamente ane-
lastico misurano sezioni d’urto differenziali (funzione dell’impulso
trasferito Q2 e della variabile z di Bjorken, che esprime la frazione
di impulso del protone incidente trasferita al quark colpito); per
diffusione senza polarizzazione la tipica espressione per la sezione
d’urto (che verra ripresa e spiegata nell’Appendice) é:

d?o 402 E? , 0 5 . o 0 9
0dE = Q° {cos -2-W2(U,Q )+ 2sin -2-W1(V,Q )} (2.1)

Solitamente si esprimono i risultati delle misure in termini
di andamento delle funzioni di distribuzione della variabile z di
Bjorken, come rappresentato in fig. 2 [4] da cui si deduce che
la distribuzione degli antiquark & concentrata a piccoli z, quella
dei quark di valenza ha un picco attorno a z ~ 0.2 mentre la
distribuzione dei quark del mare tende ad essere spostata verso z
piu alti. S

Gli integrali di queste distribuzioni indicano le frazion: me-
die di impulso trasportate da quark e antiquark. Per impulso
trasferito Q2 = 4 GeV? valgono i seguenti importanti risultati:

/:c > (g + @)z = 0.55 (2.2)

che ci dice che quasi meta dell’impulso del nucleone & trasporta-
to dai gluoni, costituenti invisibili al bosone virtuale scambiato

(v, W,2),

Sz gide _
Toy(gitayds O

(2.3)

che, combinato al risultato precedente, ci dice da un lato che gli
antiquark portano 1’8% dell’impulso del nucleone incidente, dal-
P'altro che il mare, nel suo complesso, ne porta il 16% [5].
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Fig. 2 Distribuzione del momento dei quark (@) e antiquark
(Q) nel nucleone, al valore ¢ = 10 GeV, ottenuti da
risultati di diffusione di neutrino e antineutrino in esperimenti

al CERN e a Fermilab [4].

Assumendo che le funzioni di distribuzione per i quark d e &
nel mare siano uguali, e ad esse siano pure uguali le distribuzioni di
s e § (che nel mare sono ovviamente soppresse di un fattore 1/2),
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& possibile riassumere tutti i risultati ottenuti da esperimenti ad

alte energie di vario tipo con un fit globale, rappresentato in fig.
3.

0 - . s VL ~ ,
10~ 1072 107! 1x

Fig. 3 Funzioni di distribuzione fittate per quark e gluoni,
moltiplicate per z [5].

Nel fit globale sono contenuti risultati di esperimenti di
scattering profondamente anelastico con fasci di p (EMC, SMC,
BCDMS), con fasci di neutrini (CCFR, CDHSW), esperimenti di
produzione di coppie Drell-Yan (E605), fotoproduzione ad alto
impulso trasverso (WA70) ed esperimenti di scattering profonda-
mente anelastico a £ molto bassi quali quelli attualmente in corso
ad Hera. Cio che si vede & che in effetti la forma della distribu-
zione di s non & molto differente dalla distribuzione generica di
zq riportata in fig. 2.

L’ esperimento CCFR (E770 + E544), che ha operato al Fer-
milab, & uno di quelli che ha fornito informazioni pii dettagliate
sull’andamento delle funzioni di distribuzione del quark strano [6].
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L’esperimento si prefiggeva lo studio ad alta statistica di eventi a
due muoni indotti da scattering profondamente anelastico v(¥)-
nucleone: nelle reazioni elementari

Vs e pT ut sy,

vs s pteoap T p 3V,

_ _ (2.4)
vd— p c—opupt sy,

-+

+ -

+
vd—pte—»p ptan,
il primo u proviene dal vertice leptonico carico, il secondo dal
decadimento semileptonico del charm.

Sono stati condotti due studi successivi: un primo studio,
basato su una statistica di 1522 eventi v, e 275 v, ha condotto ai
risultati schematizzati in fig. 4. Cio che si ricava essenzialmente
é che entro l'errore le distribuzioni di zs(z) e z3(z) sono uguali a
quelle di zg(z), e la dipendenza da @? & analoga sia per s che per
quark del mare leggeri.

Uno studio successivo, realizzato su una statistica oltre tre
volte superiore (5044 eventi v,, 1062 #,), ha evidenziato in realta
che le distribuzioni zs e z§ non sono del tutto identiche: adot-
tando la parametrizzazione di Buras-Gaemert [7] (1 — z)? si vede
che, ad impulso trasferito medio (Q?) = 22.2 GeV?, il valore del-
I’esponente & 8 = 9.5+ 0.7 per i quark strani, e 8 = 7.0+ 0.4 per i
quark del mare. Cio indica che la distribuzione dei quark s e piu
soft. I risultati ottenuti da questo studio sono molto importanti e
forniscono dei parametri molto significativi. La frazione di impul-
so del protone portata da s e da 3 relativamente a quella portata
dai quark leggeri del mare & ora calcolata come:

2 [ zs(
f z [u(z) + d 1:)] dzr
Se fosse valida la simmetria SU(3)r & dovrebbe essere 1, ma co-
munque sappiamo che questa simmetria non ¢ esatta, gia solo per
il fatto che la massa di s & molto piu grande di quella di u e 4.

Noto il valore di & si puo calcolare la frazione di impulso del
protone trasportata da s e da 3:

f,=/m@+;um=zW% (26)

=0.37 +0.05 (2.5)
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ed & inoltre possibile a questo punto introdurre il parametro 7,,
definito come il contenuto di stranezza del nucleone (strange con-
tent of the nucleon):

_ Je(s+3)dz
s = Jz(u + d)dz

= 0.064 + 0.008. (2.7)

x5(x), x4(x)
0.5

T TR 1 | .
<)

§.

0 010203040506

ij

0.4
s xg(x)
0.3_—+, o 5(x)
02|
\“< ®)
0.1f f<|

E

Fig. 4 Distribuzione del momento frazionario moltiplicato
per la z degli antiquark strani confrontato a quella del mare [6].



2.2 La “spin crisis” del protone.

Con spin crisis si intende un effetto, misurato da esperimenti
di scattering profondamente anelastico , che conduce ad un note-
vole contrasto con il modello a quark naive: secondo quest’ultimo,
infatti, ci si aspetta che lo spin del protone venga determinato dai
soli quark di valenza u e d; si vede invece sperimentalmente che il
quark s da un contributo non nullo e negativo.

In questo paragrafo si dara una descrizione dei passi seguiti
per determinare questo contributo.

Come nel caso non polarizzato, anche in caso di scattering
profondamente anelastico polarizzato (con bersagli nonché pro-
iettili polarizzati) i dati sperimentali forniscono misure di sezioni
d’urto: mediante esse si pud definire l'astmmetria, che consiste
nella differenza tra le sezioni d'urto differenziali per spin paralle-
li/antiparalleli dei leptoni/nucleoni, divisa per la loro sommas:

do™! — do'?
N 2
A (2,Q%) = T T (2.8)

Un metodo alternativo consiste nell'esprimere A in termini di a-
stmmetria del fotone virtuale longitudinale scambiato :

do,l/z _ d0.3/2
dol/? + dod/2’

AN (2,Q%) = (2.9)

dove gli indici 1/2, 3/2 si riferiscono alle proiezioni di spin totale
(§ = Sy + §,) sulla direzione del v*. Nota A}, la funzione
di struttura non polarizzata F, (vd. App.) ed il rapporto R
tra le sezioni d’urto per fotoni virtuali longitudinali e trasversi, e
possibile calcolare la funzione di struttura di spin g;(z,Q?) (vd.
App. per la definizione)

A{V(zsz)Fz(m,Qz)
2¢ (1 + R(z, Q%))

a(z,Q*) = (2.10)

In fig. 5 & riportato a titolo esemplificativo il risultato di una serie
di misure di zg?(z) realizzate dall’esperimento SMC, che studia
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fenomeni di scattering profondamente anelastico di g polarizzati
su deuterio polarizzato:

Xgy
0.08

0.04

-3.02F
B #
! [m 1 [ S AR |
—O.JS !lll]’ ) L : : [
0.01 0.1 !
x

Fig. 5 Funzione di struttura di spin moltiplicata per z [9]

I valori di zg¢ sono molto piccoli a causa del fatto che I’asim-
metria € a sua volta molto piccola ed & visibile solo nella regione
dei quark di valenza. Ai fini di questo discorso ha grande interesse
il valore dell’integrale di g; a fisso @2, T'N:

M (Q?) = f (2, Q)ds (2.11)

Il valore di TV ottenuto dai dati sperimentali (dopo un’oppurtuna
serie di “ripuliture” teoriche, come correzioni radiative di QCD
perturbativa, correzioni di higher twist e correzioni di massa) &
correlabile alle elicitd nette dei quark. Indicando le elicita dei
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quark con
Agi = / (¢ — gt +d] —)d= (212)

(dove 1 indica parallelismo allo spin totale del protone, | anti-

parallelismo), si dimostra che il valore di TV (cio& TV dopo le
correzioni) € uguale alla semisomma delle elicita, ognuna pesata
con il quadrato della rispettiva carica:

= -;— Z e Ag;. (2.13)

Sperimentalmente si sono ottenuti i seguenti risultati:
o Esperimento EMC (esperimento CERN di scattering profon-
damente anelastico polarizzato : p polarizzati su p polariz-

zati) [8]:
(T2)gi=10.7Gevs = o 140 £+ 0.023 =
= 2 Aut LAd+ A (2.14)
~ 18 18 18

o Esperimento SMC (esperimento CERN di scattering profon-
damente anelastico di g polarizzati su deuterio polarizzato)

(9]:

(TT)g2=2Geve = ~0 056 + 0 015 =

A Ad A (2:15)
—I§ ST +18 :

o Esperimento E142 (esperimento a SLAC di scattering pro-
fondamente anelastico di e~ polarizzati su 3He polarizzato,
basato su due esperimenti precedenti, E80 ed E130) [10]:

~ ~

(IT + T9)g2=4.6Gev2 = 0.048 £ 0. 055 =

SA Ad A (2.16)
18 "+18 t oo
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Le tre misure forniscono tre equazioni nelle tre variabili Au, Ad,
As, di cul perd solo due sono linearmente indipendenti. Il ter-
zo input puo essere ottenuto dal decadimento semileptonico dei
barioni: infatti, gli accoppiamenti D ed F che compaiono nelle
decomposizioni 8 ® 8 di SU(3) sono funzioni lineari delle elicita
dei quark [1], [11]. Si ha cioe:

98 D4+ F=Au-Ad
gy (2.17)
<y 1.273 + 0.028

L’andamento dell’elicita As in funzione di AY = Au + Ad + As
puo essere schematizzato nella fig. 6 [12]:

-04  -02 0 0.2 0.4
AZ = Au+ Ad +As

Fig. 6 Regioni permesse nel piano AY vs As [12].
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L’intersezione delle bande ottenute dalle tre misure indica-
te, piu la quarta osservazione, € indicata qui dall’area scura, i cui
punti rappresentano le possibili soluzioni del problema. I con-
tributi indivivuali allo spin del protone sono stati recentemente
ricalcolati da Ellis, Gabathuler, Karliner [13] ed ammontano a:

Au = 0.80 + 0.04
Ad = —0.46 + 0.04 (2.18)
As = —0.13 £ 0.04

Questi risultati rappresentano la cosiddetta spin crisis: il quark
contribuisce allo spin totale del protone in modo significativo e
negativo; la somma dei vari contributi & ben lontana dal valore
1/2 aspettato dal NQM: questo risultato ci dice che tutti i quark
messi assieme contribuiscono solo al (22 & 10)% dello spin totale
del nucleone.

Le’elicita totale trasportata da quark e antiquark nel protone
e compatibile con zero.

2.3 Approcci teorici al problema

I1 problema emerso dalle misure citate & stato affrontato dal
punto di vista teorico adottando diversi approcci, ed e stato possi-
bile fornire nel corso degli ultimi anni delle giustificazioni in grado
di spiegare l'effetto misurato. Tuttavia, il problema resta tutto-
ra aperto in quanto le spiegazioni addotte sono ancora oggetto di
dibattito da parte dei diversi gruppi di ricerca.

Risultati compatibili con le misure effettuate sono per esem-
pio state ottenute nell’ambito di teorie chirali a solitoni [3] basate
sul modello di Skyrme; in queste teorie la maggior parte dello spin
del protone si intende trasportata dal momento angolare orbitale.
I calcoli effettuati, basati sull’assunzione che AY sia soppresso di
un fattore 1/N¢, mentre Au,Ad e As siano dell’ordine di 1, for-
niscono i valori Au = 0.71, Ad = —0.54, As = —0.18, che sono in
buon accordo con ’esperimento. Tuttavia non c’¢ accordo sulla
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validita di questo approccio, in primo luogo perché le ipotesi sopra
riportate non sembrano a tutti giustificate, in secondo luogo per-
ché non & ben chiara la possibile relazione esistente tra il modello
di Skyrme e la QCD.

Un secondo metodo per affrontare il problema & stato svi-
luppato da G. Altarelli e collaboratori [14]: esso si basa essenzial-
mente su dirette conseguenze dei principi primi della QCD, senza
far ricorso a modelli particolari, e conduce all’osservazione che in
realtd, qualora il problema della spin crisis venga correttamente
riformulato nell’ambito del modello a partoni, superando la visio-
ne evidentemente insufficiente del modello a quark naive, esso puo
essere interpretato in maniera piuttosto naturale e non comporta
contrasti sostanziali con il modello a quark costituenti.

In punto fondamentale e che i risultati sperimentali non si ri-
feriscono ai quark costituenti, che descrivono il nucleone a riposo,
ma al quark intesi come partoni (visto che le misure, soprattut-
to quelle di EMC, sono state realizzate ad alti valori di @%). In
quest’ottica & allora plausibile che i tre quark costituenti traspor-
tino effettivamente lo spin del protone; ognuno di essi sard perd
dotato di struttura partonica dipendente da Q2. La necessita di
tener conto della struttura partonica puo essere evidenziata fa-
cendo per esempio riferimento al modello a quark costituenti piu
semplice (anche se non necessariamente corretto), SU(6). Suppo-
nendo che il protone sia costituito da tre quark costituenti, due
di tipo U e uno di tipo D, che AQ sia lo spin portato al protone
dal quark costituente @, Agy sia lo spin portato dal partone g
dentro il quark costituente U, e Agq siano le elicita dei partoni nel
protone, in generale si potra scrivere:

Au — Ad = (AU - AD)(Au — Ad)y
Au+ Ad —2As = (AU + AD)(Au + Ad - 2As)y  (2.19)
Au+ Ad+ As = (AU + AD)(Au + Ad + As)y

(dove Agp non compare esplicitamente per reazioni di simme-
tria di isospin). Nell’ambito di SU(6) i valori per AU e AD (ri-
spettivamente, 4/3 e —1/3) non consentono di riprodurre il valore
sperimentale corretto del rapporto g4/gv; includendo invece il
contributo partonico dei quark costituenti (Au — Ad)y si ottiene
ga/gv = 1.25, in discreto accordo con il valore sperimentale.
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Il problema quindi, adottando questo approccio, non sta tan-
to nel dover giustificare per quale il motivo il contributo di As sia
cosl grande (per quanto, anche la regola di somma di Ellis-Jaffe,
citata in appendice, richiederebbe As = (), ma piuttosto nel cer-
care di capire il motivo della discrepanza tra i contributi dei quark
costituenti e dei partoni.

Una spiegazione viene fornita dal calcolo del contributo al-
Ielicita del protone fornito dal suo contenuto gluonico:

do= [ dofor(e@) 5@ (220)

con g+ le densita gluoniche a elicitd £1 in un protone di elicita
1/2. Applicando le tecniche standard di QCD perturbativa & pos-
sibile dimostrare che per tutti i valori di @ si ha un contributo
gluonico all’integrale della funzione di spin ¢, (in particolare, alla
sua parte di singoletto) che puod essere anche piuttosto rilevante,
e sarebbe in grado di spiegare 'effetto misurato da EMC e dagli
altri esperimenti di diffusione polarizzata.

3. Misure a basse energie.

Nel regime di bassi Q2 la percentuale del condensato §s vie-
ne dedotta da proprieta statiche del nucleone, come il o-term =-
Nucleone ed il momento magnetico dei barioni (vd. par. 4): al
momento questa percentuale sembra sorprendentemente grande.

3.1 Il “s-term” Pione - Nucleone.
Il o-term & una quantitd che definisce essenzialmente una

misura della rottura di simmetria chirale [15],[16] . In generale,
un o-term € definito come un qualsiasi elemento di matrice di un

15



numero pari (di solito, due) di commutatori della carica assiale
con '’hamiltoniana

o = [QS:" [Qsj’H]]z [QSi,QSJ‘]; (3.1)

dal momento che le cariche assiali sono i generaton della simme-
tria chirale, nel limite di simmetria chirale & o'/ = 0: pertanto,
elementi non nulli danno appunto indicazioni sull’entita della rot-
tura di questa simmetria. 1l o-term a basse energie puo essere
dedotto in due modi, che vedremo essere non compatibili tra loro.

11 primo modo si basa sull’associazione del o-term al conden-
sato di ui e dd presenti nel nucleone previsto dalla QCD pertur-
bativa con rottura di simmetria chirale:

0 My + mq

W= g (Nlu@ + dd|N) (3.2)

Il valore di ¢} si pud calcolare basandosi sulle formule di splitting
di massa dei barioni [11] . Applicando la regola di Zweig [17] si
ricava il valore o} ~ 25 MeV, che pud essere incrementato di
~ 20 — 30 % applicando correzioni di ordine superiore:

o =35+5 MeV, (3.3)

Un secondo metodo si basa invece sull’applicazione di un teorema
dell’algebra delle correnti estrapolato a basse energie [15]: esso
prevede che 'ampiezza per lo scattering elastico 7-Nucleone a iso-
spin pari, estrapolata al punto (non fisico, detto di Cheng-Dashen

[18] ) t = 0,v = §— =0, sia uguale a cr"'o Definendo allora

T = F2D%(2u%) (3.4)

con Fy ~ 93 MeV costante di accoppiamento del 7, e D ampiezza
per lo scattering 7N da cui é stato rimosso il termine di Born, il
teorema essenzialmente sostiene che



Il valore di ¥ calcolato, mediante applicazione di relazioni di di-
spersione e complessa analisi di sfasamenti realizzata essenzial-
mente dal gruppo KH80 [19] , fornisce un valore circa doppio
rispetto a ok :

T=64+8 MeV (3.6)

Il fatto che i due risultati siano vistosamente in disaccordo implica
che o una delle due deduzioni & sbagliata, oppure che & opportuno
ridefinire il valore di ¢} tenendo conto della presenza di una
frazione 3s non trascurabile nel nucleone. A tale scopo si introduce
una nuova definizione di o-term:

. 0,7\'0

con y espresso da:

__2(N|ss|N)
Y= (Nluz + dd|N)

=0.22£0.11 (3.8)

Se fosse valido il modello a quark non relativistico e la regola di

Zweig dovrebbe essere y = 0; il valore trovato invece ci dice che

nel nucleone la quantita del condensato s3 va da 1/10 a 1/3 del
- condensato uu o dd.

3.2 Confronto con esperimenti ad alto Q2.

Puo essere interessante confrontare il risultato trovato a basse
energie, y = 0.22 £ 0.11, con quello trovato ad alti @2, x = 0.37 £
0.05. ' ,

A prima vista 1 due risultati sembrano compatibili, entro
I’errore. Consideriamo invece che cosa questi numeri implichino
in termini del contributo del quark s alla massa del nucleone: nel
par. 2.1 si e visto che la frazione d’impulso trasportata dal quark
s & del 2.6%, se misurata in esperimenti ad alte energie. A basse
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energie, invece, si trova — applicando 'usuale relazione di SU(3)r
per le masse dei quark costituenti [11] m,/(my + mgq) = 13 -

(N|3s|N) > 130 £7 MeV (3.9)

che in realta sembra un valore un po’ troppo grande, visto che
corrisponde al (14 + 8)% della massa del protone. Cid significa,
effettuando una trasformazione di Lorentz nel sistema a infinito
momento, che ci si aspetta una frazione d’'impulso trasportata dai
quark strani almeno del 14%, in netto disaccordo con i risultati
da scattering profondamente anelastico .

Cio significa che o non & possibile procedere ad un’identifi-
cazione di questo tipo, o sono sbagliati i risultati a bassa energia.

C’¢ pero un secondo tipo di osservazione sperimentale che
depone a favore della reale presenza di un condensato s3 nel nu-
cleo a basse energie in quentita non trascurabile: la misura della
violazione della regola OZI nell’annichilazione NN.

3.2 Annicl}ilazione NN in stati finalli contenenti
mesoni ¢

Il modello a quark naive ci dice che il mesone ¢ & una miscela
“quasi ideale” di stati del nonetto, e dovrebbe poter essere descrit-
to in termini di uno stato 83 puro (o quasi) [1].

D’altro canto la regola OZI [17], che & semiempirica, ci dice
che i diagrammi planari sconnessi con produzione di quark pesanti
sono fortemente soppressi. Cio significa che se valesse il NQM e
la regola OZI non sarebbe possibile produrre mesoni ¢ dell’anni-
chilazione NN (visto che secondo il modello a quark sia N che N
dovrebbero essere costituiti solo da quark u e d) [20]. In realtd un
certo numero di esperimenti, in particolare quelli operanti a LEAR
nell’ultimo decennio, hanno dimostrato che i mesoni ¢ vengono ef-
fettivamente prodotti durante 'annichilazione: la loro produzione,
che va pertanto ascritta al contenuto non strano della ¢ se suppo-
niamo valide le ipotesi di cui sopra, dovrebbe essere proporzionale
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a siné, dove § rappresenta una misura dell’angolo di deviazione
dal mixing ideale [21].

Una misura della violazione della regola OZI & data dal rap-
porto tra i branching ratios per stati finali contenenti ¢, oppure
w, e lo stesso mesone (o anche piu di uno) rinculante:

_ BR(NN — ¢X)
Ry = BR(NN — wX)' (3.10)

La validita della regola OZI implica Rx = tan?#8 = (2.5 + 1.5) x
1073, In fig. 7 & riportato I’andamento del rapporto Ry per vari
tipi di mesone X; le misure sono state effettuate tutte da esperi-
menti operanti presso LEAR. I risultati possono essere separati in
tre fasce: un primo insieme di misure il cui valore & grossomodo
compatibile con quanto previsto dalla regola OZI (X = 27 o 7),
un secondo insieme il cui valore di R scarta di un ordine di gran-
dezza rispetto a quello previsto (X = w, p), e un terzo il cui valore
di R scarta di due ordini di grandezza o anche pit (X = m,v) [21].

Dalle osservazioni effettuate si ricava complessivamente che
la produzione di quark ss manifesta e soppressa di una fattore 10
rispetto alla produzione di KK (s manifesto), e di un fattore 30
rispetto alla produzione di w.

Sono state proposte numerose spiegazioni per la forte vio-
lazione misurata: dalla discussione della validita dell’espansione
1/N alla base della regola OZI per i barioni all'ipotesi di intera-
zioni di stato finale K*K, o di formazione di uno stato intermedio
criptoesotico a 4 quark (C(1480)) [22] .

La spiegazione attualmente piu accreditata e la presenza di
un contenuto non trascurabile di quark s3 nel nucleone, che ov-
viamente consentirebbe la produzione diretta di ¢.
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Fig. 7 Rapporto dei branching ratios per annichilazioni
pp a riposo in stati finali contenenti w e ¢.

4. Altri effetts

Indicazioni aggiuntive su quanto i differenti flavours contri-
buiscano allo spin del protone vengono fornite da diversi altri e-
sperimenti, sia a basse che ad alte energie: i risultati ottenuti sono
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tutti in ottimo accordo con quanto ricavato, ad esempio, nel caso
dello scattering profondamente anelastico polarizzato.

4.1. Misure a basse energie:
¢ Momento magnetico dei barioni

Le elicita dei quark possono essere correlate (come visto in 3.1
e nell’appendice) agli accoppiamenti F' e D; essi compaiono a loro
volta nelle espressioni per il momento magnetico dei barioni, per
il quale e possibile dedurre delle relazioni formalmente simili alle
formule di massa. Dal fit simultaneo a sette momenti magnetici (d
p,n, T, £7,2Z0, =, A), siricavanoi valori Au = 0.8640.12, Ad =
—0.40 i 0.12, As = —0.2 1 0.05, che sono in ottimo accordo con i
risultati ottenuti da scattering profondamente anelastico [15].

e Scattering vp e vp a basse energie.
Un esperimento di BNL [23] ha misurato lelicita del quark
strano attraverso misure simultanee di sezioni d’urto do”/d@? e
do/dQ?, mediante cui & stato misurato il fattore di forma assiale.

Il risultato trovato ¢ As = —0.15 £ 0.08, nuovamente m ottimo
accordo con i risultati gia trovati.

4.2. Misure ad alte energie.
e Interazioni forti pp ad alte energie.

Le interazioni pp forniscono indicazioni analoghe a quelle ot-
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tenute da esperimenti di scattering profondamente anelastico , ma
sono assai piu complesse da studiare. Possiamo distinguere le in-
terazioni forti pp in due categorie: quelle ad alto impulso trasverso
e quelle soffici.

In entrambi i casi i processi possono essere suddivisi in tre
stadi, che sono in realta del tutto analoghi fatta eccezione per lo
stato intermedio. Nel caso di interazioni ad alto impulso trasverso
i tre stadi possono essere schematizzati nel seguente modo:

1. Evoluzione dell’adrone incidente in uno stato a partoni;
2. Scattering duro ad alto Q? tra due partoni e scattering soffice
tra i partoni rimanenti;
3. Ricombinazione dei partoni colorati in singoletti di colore
adronici.
Il processo e rappresentato schematicamente in fig. 8:

Fig. 8 Interazione adronica ad alto pr.

I quark strani possono comparire in ciascuna di queste tre
fasi: dalla prima, per formazione di coppie virtuali s3; dalla se-
conda in seguito a processi duri come la fusione gg; dalla terza in
seguito alla rottura di stringhe di colore.
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Nel caso di interazioni soffici come gia detto le fasi 1) e 3) sono
analoghe a quelle gia descritte; la fase 2) invece & pit complicata
perché hanno luogo sottoprocessi multipli, come scambio di gluoni
soffici e annichilazioni e creazioni successive e continue di quark del
mare. Nonostante la complessita di questi fenomeni, essi possono
essere ben descritti in modo statistico da modelli fenomenologici
basati sulla QCD perturbativa o sulla teoria di Regge [24].

In questo casc i quark strani possono essere prodotti durante
la fase 1), per dissociazione virtuale del protone in AK*, py, pg,
ma soprattutto durante la fase 3), a seguito della rottura di strin-
ghe di colore che qui ¢ il processo fondamentale.

La rottura di stringhe di colore avviene allorché due quark,
separandosi, la allunghino fino al raggiungimento di una tensione
critica, oltra la quale la stringa si spezza. La probabilita che si
verifichi un fenomeno del genere, cioé la probabilita di creazione
di una coppia, & data da [25]

P ~ exp(—mm?/A) (4.1)

dove m & la massa costituente del quark ed A la tensione di stringa;
questa espressione ¢ in accordo con quanto ottenuto da deduzioni
di tipo termodinamico.

Scegliendo opportunamente i valori per le masse costituenti
dei quark (my g >~ 350 MeV, m, =~ 500 MeV) e per la tensione di
stringa (p.es. a = 1 GeV/fm) si pud ricavare un parametro noto
come fattore di soppressione di stranezza, definito come

2s
Ay, = - = (0.3 4.2
Z+d (4.2)

In fig. 9 sono riportati vari risultati, ottenuti in particolar modo
mediante le camere a bolle dell’ultima generazione, per il parame-
tro A, [26].

Per il calcolo di A, & necessario prestare particolare atten-
zione alle modalita di conteggio dei quark s nel rapporto, perché
la loro produzione, relativamente a quella dei quark leggeri, di-
pende dal’istante in cui il numero di quark é contato. Infatti, &
necessario effettuare questo conteggio prima del loro decadimento
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semileptonico, ma anche prima del decadimento forte delle even-
tuali risonanze mesoniche: esse infatti decadono principalmente
in 7, che sono 1 mesoni piu leggeri, e cido ovviamente puo alterare
il valore del rapporto A, falsando la produzione effettiva di quark
leggeri da rottura di stringa.

A'.\'
-
0.5+ ]
0.4} ﬂ’/z
0.5 | l QGP UAS
[ NN NENENNNNYYY,
0 éI $;;;I/,/]///’,,/’///17
o +| P + s pp-data
0.1~ 4 ¢ "o ppdaa
IS N N | ' I R 1 Ll
0 5 10 50 100 300

Js, Gev

Fig. 9 Fattore di soppressione di stranezza A,
in funzione dell’energia nel centro di massa, /.
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Appendice: cennt al modello a partoni e
regole di somma.

In questa appendice si intende piti che altro dare alcune brevi
delucidazioni circa la nomenclatura e notazione adottata nei corso
dei vari paragrafl.

I processi di scattering profondamente anelastico inclusivi
(come ad esempio pp — pX, fig. 1), sono descritti da un set
standard di variabili cinematiche:

6
Q?* = —¢* ~4EE'sin® 3

— (p’q) =E_El
m
12V (a.1)
z=—3
2mNv
Y
YT E

dove e ed E’' sono le energie dei leptoni incidente ed uscente nel
sistema del laboratorio, 8 € ’angolo di scattering nel laboratorio
e ¢ & la nota variabile di Bjorken [4], [15], [27].

Nell’approssimazione di scambio di un solo fotone virtuale,
la sezione d’urto differenziale puo essere scritta in modo del tutto
generale mediante il prodotto tra un tensore che tiene conto del
vertice d’interazione leptonico L#¥ ed uno analogo per il vertice
adronico, WHY:

2 '
Fo B (a.2)
dQdE' Q* E
(se lo scattering fosse polarizzato, L dipenderebbe, oltre che ovvia-
mente da p e da g, anche dal vettore di polarizzazione del leptone
incidente,o, e w da quello del protone, 8). Entrambi i tensori
possono essere scomposti in una parte simmetrica ed in una anti-

simmetrica: (s) "
Ly = L;w + Luv

a.3
W = WS + WD (0.3)
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I1 tensore leptonico L,, puo essere calcolato mediante le tecni-
che standard, mentre la parte adronica, che deve inoltre essere
soggetta a vincoli quali la richiesta di conservazione delle cor-
renti nel vertice d’interazione, e di invarianza per trasformazioni
di P e CP, viene parametrizzata per mezzo di fattori di forma
Lorentz-invarianti. A seguito della contrazione tra i tensori in-
dicata in (a.2), le funzioni di struttura necessarie per descrivere
’accoppiamento elettromagnetico anelastico del nucleone sono es-
senzialmente quattro: due, W; e Wy, nel caso in cui lo spin del
nucleone non venga osservato, piu altre due, G; e Ga, nel caso in
cui avvenga uno scattering polarizzato.

Tutto cio premesso, la sezione d’urto differenziale per scat-
tering anelastico non polarizzato e espressa da:

d’c  4a’E? ) . 2 0
deE' = Q2 {COS2 'Z'Wz(l/, Qz) + 281112 EWl(V, Qz)} (a’4)

E noto che nel limite di Bjorken (che significa, ad z fissato,
Q? - ccev=E~—E' — oo) valgono le proprieta (di scaling) per
le funzioni di struttura non polarizzate F) ed F5:

Wi, Q%) = 3 3 eli(e) = Fi(e)
3

(a.5)
vWo (v, Q) =z ) €}fi(z) = Fa(z)

J

dove le f rappresentano le funzioni di distribuzione del partone j
(di carica e;). '

In maniera formalmente analoga la sezione d’urto differen-
ziale per scattering anelastico polarizzato dipende da funzioni di
struttura polarizzate G, e G3:

2o 24

dOdE  dOdE Inp
20 ( E' )
F{E(E + E' cos )mpnG1(v, Q) + Q* G2 (v, Qz)}
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Nel caso polarizzato, se ci si pone nel sistema di riferimento di
Breit [28], si distingue tra funzioni di distribuzione per parto-
ni polarizzati longitudinalmente (g) e trasversalmente (k), per le

quali si scrive:
Agj(z) = g; () — g5 (=)

" ~ (a.7)

Akj(z) = kj'(a:) - kj (2)
(con il segno + si intende parallelismo tra direzione di polarizza-
zione e spin del nucleone, con —, ovviamente, antiparallelismo).
In modo analogo a quanto si ha nel caso non polarizzato, nel limite
di Bjorken si ottengono le seguenti relazioni di scaling:

Z e.z;AqJ'(z) = gm?VV{Gl(V,Qz) — 222G (v, Q2)}
J

B s
Z éﬁAl}j(m) = Qm?vv{mNGl(V’ Q*) +vGa(v, Qz)}
: .
= 2(g1(z) + g2(=)) (.9)

done g; e g» sono dette funzioni di struttura di spin e presentano
anch’esse l'usuale comportamento di scala:

myvGi(v, Q%) = gi(z)

R ) (a.10)
myvGa (v, Q%) = g2(z);

ci si aspetta che g) e g2 siano dello stesso ordine di grandezza.

Le funzioni di struttura di spin g, e go obbediscono ad alcune
regole di somma, mediante le quali & possibile correlare misure
effettuate a basse energie ad osservabili correlate a fenomeni di
diffusione profondamente anelastica; la loro verifica € uno degli
scopi principali degli esperimenti attualmente operanti ad Hera
[29].

Senza entrare nel merito di come esse vengano ricavate, si
vuole qui semplicemente accennare ad alcune di esse, che si riten-
gono tra le piu attinenti all’argomento trattato:
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o Bjorken sum rule [30]
Correla la densita partonica integrata Agq = fol dzAg(z) alle

costanti di accoppiamento definite a basse energia (in particolare,

nel modello a quark, SU(3)):

1
2 [ [ofe) - st(@)]de = (80— 0D = 36 (@)

e, per nucleoni polarizzati trasversalmente:

2 [ (o) + (o) - a7(6) - i@ do = 3o (@)

Le (a.11) e (a.11") prese assieme sono equivalenti a dire

[ @) - gii@)]de =0

che, a sua volta, & equivalente alla Burkhardt-Cottingham sum

rule: . )
/ gh(z)de =/ g5 (z)dz =0 (a.12)
0 0
o Ellis-Jaffe sum rule [31]

Si ottiene partendo dal presupposto che lo spin del protone
sia trasportato solo dai quark u e d (cioe As = 0):

1 1 1
P - = _ = ~
/0 () = (F gD) ~ 0.186 + 0.07

! 172 4
n = -{ - -—— ~ D)
/0 g7 (z)dz 2(3F 9D)._ 0.024 + 0.05

dove F e D sono gli accoppiamenti (misurati) dei membri dell’ot-
tetto di SU(3) nel modello a quark [11]. Da queste regole di somma
si ottiene, per le elicita nette dei quark entro il protone:

(a.13)

Au ~ 0.92
Ad ~ —0.34

(a.14)
As ~ 0.
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da cui si deduce che il 60% dello spin del protone dovrebbe essere
portato dai quark u e d. Se dagli esperimenti si ottengono risultati
significativamente differenti, & possibile affermare la non validita
dell'ipotesi iniziale As = 0.

Desidero ringraziare la dott. Raffaella Mozzetti ed il dott.
Davide Vité per la loro collaborazione nella ricerca di materiale

bibliografico a DESY e al CERN.
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1 Introduzione

La radiazione di Bremsstrahlung (lett.: radiazione frenante) fu os-
servata per la prima volta nel passaggio e successivo arrestarsi di
elettroni altamente energetici in spessi materiali metallici. Nella
collisione con gli atomi del bersaglio una particella carica come l'e-
lettrone, in seguito all'accelerazione subita. emette radiazione elet-
tromagnetica con conseguente perdita di energia. Per particelle non
relativistiche, I’energia persa per emissione di radiazione e trascu-
rabile rispetto all’energia persa nell'urto con gli atomi del bersaglio,
ma diventa preponderante per particelle ultrarelativistiche. A di-
spetto della difficolta di ottenere accurate misure dello spettro di
radiazione di Bremsstrahlung, !'elettrodinamica quantistica e, nel
limite classico, le equazioni di Maxwell ci forniscono gli strumenti
teorici necessari per studiare ed inquadrare esattamente il processo
di emissione di radiazione al variare dell’energia della particella ca-
rica incidente e per i diversi tipi di radiatori. D altra parte, il vasto
interesse dedicato allo studio della radiazione di Bremsstrahlung e
giustificato se si pensa ai diversi processi ed applicazioni a cui € con-
nessa: come abbiamo detto, per elettroni altamente energetici e il
principale meccanismo di perdita di energia nel passaggio attraverso
la materia; inoltre intensi fasci di fotoni altamente collimati sono
prodotti da Bremsstrahlung di elettroni ultrarelativistici e sono uti-
lizzati in esperimenti di fotoproduzione, mentre l'interpretazione di
molti esperimenti di reazioni fotonucleari, come l'elettroproduzione
di fotoni da sistemi nucleari, € possibile solo dopo aver individuato
e separato completamente il contributo per Bremsstrahlung dagli
elettroni.

In questo lavoro si focalizzera ’attenzione sullo studio delle pro-
prieta dello spettro di radiazione di Bremsstrahlung emessa da elet-
troni nel campo dei nuclei atomici di bersagli di spessore trascura-
bile. In particolare, nel capitolo 2 ricaveremo la formula di Bethe-
Heitler per la sezione d’urto di Bremsstrahlung nel campo coulom-
biano di un nucleo, discutendo il risultato nel limite ultrarelativi-
stico e non relativistico. Le correzioni di screening degli elettroni
atomici sono valutate nel capitolo 3, assumendo il modello atomico
di Thomas-Fermi. Nel capitolo 4 infine stimeremo il contributo che
deriva dallo scattering diretto con gli elettroni atomici, seguendo
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un approccio semiclassico dovuto a Weizsacker e Williams.

2 Sezibne d’urto

Consideriamo un elettrone di energia iniziale Ey in interazione con
il campo coulombiano di un nucleo atomico di carica Ze. In seguito
all’accelerazione subita, ci sara una certa probabilita che |'elettrone
emetta un fotone di quadrimomento k* = (w = k. k). portandosi
nello stato finale con energia E = Ey — k e lasciando il nucleo nello
stato fondamentale. La hamiltoniana di interazione che descrive
la dinamica del processo puo essere convenientemente trattata con
’approssimazione di campo esterno: gli operatori del campo di ra-
diazione totale sono separati in due parti

Hint = VB + V. (1)

dove Vg descrive gli effetti quantistici e corrisponde all’operatore
del campo di radiazione dell’elettrone, e Vx rappresenta il poten-
ziale coulombiano del nucleo che viene trattato classicamente come
un campo esterno assegnato, essendo trascurabili le fluttuazioni
quantistiche del campo e 1’azione sul campo stesso dei processi ra-
diativi in discussione. La sezione d'urto di Bremsstrahlung nello
scattering dell’elettrone nel campo coulombiano del nucleo e data

da?

m? 1

do= 2~ |2

(2m)5 2k |po

dove m & la massa dell’elettrone, p, e il momento dell’elettrone

incidente e df2, e ’elemento di angolo solido nella direzione del mo-

mento p dell’elettrone diffuso. L’ampiezza di transizione e calcolata
dall’elemento di matrice

P %L\I]’d"'kdﬂe. (2)

M= /d4:z ¥f(z) V(@) vi(a). (3)

INei capitoli 2 e 3, in cui ricaviamo le formule dall elettrodinamica quanti-
stica, ci riferiamo al sistema di unita naturale (K = ¢ = 1). mentre nell'ultimo
capitolo, dove seguiamo un metodo semiclassico. utilizzeremo il sistema c.g.s. .
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dove 9; e ¢ sono le autofunzioni dell elettrone iniziale e finale che si
muove sotto ’azione del campo nucleare V'x. Poiché non e possibile
risolvere in forma chiusa l'equazione di Dirac per un elettrone rela-
tivistico in un campo coulombiano, varie procedure e autofunzioni
approssimate vengono generalmente utilizzate.

Innanzitutto, il calcolo della sezione d'urto puo essere classifi-
cato come relativistico o non relativistico a seconda che 'intera-
zione dell’elettrone con il campo nucleare venga descritto con la
hamiltoniana di Dirac o di Schrédinger rispettivamente. Nel caso
non relativistico, la sezione d'urto calcolata da Sommerfeld [1, 2
in approssimazione di dipolo elettrico ci fornisce un risultato va-
lido solo nel limite di basse energie dell’elettrone e per bersagli a
basso numero atomico, essendo completamente trascurato 1'effetto
di screening degli elettroni atomici. Autofunzioni coulombiane re-
lativistiche approssimate all’ordine (Z/137)%/1. dove 1 & il numero
quantico di momento angolare che rappresenta l'indice di somma
nello sviluppo in serie della autofunzione, sono state utilizzate 3, 4]
per calcolare la sezione d’urto nel regime utrarelativistico, inclu-
dendo anche le correzioni di screening. Espressioni analitiche per
diversi range di energia dell’elettrone possono inoltre essere otte-
nute calcolando la sezione d'urto in approssimazione di Born, con
autofunzioni di particella libera perturbate al primo ordine in Ze
dal potenziale coulombiano. Troncare lo sviluppo perturbativo al
primo ordine impone pero come limite di validita le condizioni

2r Ze? 77 e?
T2¢ 1, omE=12C
Vo v

271'60 = <1, (4)

dove vy e v sono rispettivamente la velocita iniziale e finale dell’e-
lettrone. Le 4 vengono meno all’aumentare del numero atomico del
bersaglio, per energie basse dell’elettrone incidente e nel limite di
alte frequenze del fotone emesso. Nonostante queste limitazioni, le
formule in approssimazione di Born permettono di valutare con una
certa accuratezza le proprieta della radiazione di Bremsstrahlung e
danno comunque una stima ragionevole per la sezione d'urto che,
nei diversi casi limite. puo essere convenientemente corretta con
considerazioni di carattere empirico o teorico.
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2.1 Formula di Bethe- Heitler

In approssimazione di Born e considerando il campo coulombiano
del nucleo generato da una sorgente statica esterna di carica Ze.
I'ampiezza di transizione e data dalla somma dei contributi relativi
ai diagrammi a e b in fig. 1

M =M, + My (5)

M, = —iezﬁ(P)f(k)}j +f + T ¥ x(q)ulpo). (6)
2pk

g , Py — K+ m _

My, = -—ue “(P)YN(Q)—W;{(IJ)U(PO)- (7)

dove u(pp) e u(p) sono rispettivamente gli spinori dell’elettrone en-
trante e uscente, mentre ¢* e il vettore di polarizzazione del fotone.

¥
)
. /
—- - — - >~ p
g ’ 2 -
a:p+k-p, a:p +k-p,

ta) (b)

Fig. 1: grafici di Feynman per Bremsstrahlung di un elettrone nel campo
coulombiano di un nucleo, considerato come una sorgente statica esterna di
carica Ze.

Nel gauge di Coulomb e prendendo l'asse di quantizzazione
lungo la direzione di k, V¥(q) = (Z¢/q*.0.0.0). dove g =p+k—p,
e il momento trasferito dal nucleo all’elettrone. Per scattering con
fasci di elettroni non polarizzati e nel caso in cui non siamo inte-
ressati a rivelare lo stato di polarizzazione delle particelle emesse,
dobbiamo mediare la sezione d'urto 2 sugli stati di spin dell’elet-
trone incidente e sommare sugli stati di spin e di polarizzazione
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dell’elettrone e del fotone uscenti. L'espressione finale per la se-
zione d’urto, nota come formula di Bethe-Heitler [3]. risulta allora

do _ e (Ze)?|p L 512 posin? By + p?sin® 4
dQ.dQrdk — 8k (27)° |po| ¢* | (E = pcos8)(Eo — pocosby)
2 12 2 2
p§sin® b TR p*sin® 4 S o

4FE 1E; +
(Eo—pocosﬁo)Q( +Q)+(E—-pc050)2( o+t 4¢)

2ppo sin O sin 0 cos G(4E Ey + ¢* + 2k?)
(E — pcos 8)(Ep — po cos by) '
(8)
dove 8 e 6, sono gli angoli tra k e p, p, rispettivamente e ¢ e I'angolo
tra i piani pk e pok, come indicato in fig. 2.

Bsin;

Fig. 2: relazioni tra le direzioni di moto delle particelle incidenti ed emesse nel
processo di Bremsstrahlung.

2.2 Limite non relativistico
Nel limite non relativistico, in cui [’elettrone incidente ha un mo-

mento trascurabile rispetto alla sua massa a riposo (pg € m), si
avra uno spettro di radiazione che cade nella regione continua dei
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raggi X (k = pi/2m — p*/2m < po) e I'equazione 8 per la sezione
d’urto differenziale si riduce a

b~ (25 al
dQ.dQ%dk  \ 7/ kgt
X [pg sin? By + p?sin® @ — 2ppy sin b, sin O cos qf)] . (9)

dove o = €?/4m = 1/137. Poiché ¢ non dipende dalla direzione di

k

¢ =~ p’+ pl—2ppo(cosfcos by + sin b sin by cos P)

= (p—po)’, (10)

si ha che per una data direzione di deflessione (angolo tra p, e p),
la massima intensita di radiazione &€ emessa perpendicolarmente al
piano di moto dell’elettrone. Lo stesso risultato si ottiene dalla
teoria classica dell’elettromagnetismo, che prevede massimo irrag-
giamento perpendicolarmente all’accelerazione.

La distribuzione spettrale si ottiene integrando sugli angoli I’e-
quazione 9 [6]

— kY12 =
a(k)% _ $8m log{\/ﬂ+\/(To k)} f_‘i, (1)
To 3k I To

dove To = Eg — m = p2/2m & lenergia cinetica dell’elettrone inci-
dente. ¢ viene spesso assunta come unita per esprimere la sezione
d’urto di Bremsstrahlung ed & data da ¢ = Z%r2/137, dove g &
il raggio classico dell’elettrone. Dall'equazione 11 ricaviamo che
la probabilitd di emissone di un fotone con energia k decresce ap-
prossimativamente come 1/k. Nel limite di corte lunghezze d’'onda
(k = p2/2m), a(k) si annulla, mentre per & — 0, ko(k) diverge
logaritmicamente. Come vedremo la divergenza infrarossa scom-
pare considerando il contributo di screening degli elettroni atomici,
mentre 1l comportamento per corte lunghezze d'onda deve essere
corretto ricordando che ’approssimazione di Born in cui stiamo la-
vorando non € piu.rigorosamente valida nel limite di elettroni a
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bassa energia. La soluzione esatta ottenuta nel caso non relativi-
stico da Sommerfeld [1. 2] & comunque ben approssimata moltipli-
cando 'equazione 11 per il fattore di Elwert [7]

£1— e 20

f(€.6o) = A=

(12)
Per piccoli valori di & la distribuzione spettrale viene corretta prin-
cipalmente nel limite di corte lunghezze d'onda. In particolare per
p — 0, vale a dire nel limite k& = p2/2m. il fattore di Elwert di-
verge e moltiplicato per I'espressione 11 da un valore finito per la
distribuzione spettrale.

(<) mb
a
-

K
P
é

|
o - ] ] X} [ )
PmOTON ENERGY, Moo

Fig. 3: distribuzione spettrale della radiazione di Bremsstrahlung per un elet-
trone con energia cinetica iniziale Ty = 0.05 MeV. La lina continua & ottenuta
dalla formula di Bethe-Heitler in approssimazione di Born, mentre la linea trat-
teggiata contiene le correzioni del fattore di Elwert 12. I punti sperimentali (8]
si riferiscono allo scattering dell’elettrone su bersagli di oro (Z = 79) e di
alluminio (Z = 13).

In fig. 3 [9] i punti sperimentali per lo spettro di Bremsstrah-
lung nello scattering su oro (Z = 79) e su alluminio (Z = 13) di
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elettroni con energia cinetica iniziale Ty = 0.05 MeV sono confron-
tati con le curve teoriche ottenute dalla formula 11 (linea continua)
e dalla stessa formula moltiplicata per il fattore di Elwert (linea
tratteggiata).

2.3 Limite ultrarelativistico

Passando a considerare elettroni ad alta energia, il massimo della
distribuzione angolare della radiazione emessa nella direzione in
avanti diventa piu pronunciato. In particolare. nel caso ultrarelati-
vistico (E, Ey > m), si avra pg ~ Ep e il denominatore Ey— pg cos 8
nella formula di Bethe-Heitler 8 diventa molto piccolo per piccoli
angoli y. Anche ¢ ha un minimo per piccoli angoli 8 € 8. L'elet-
trone e il fotone sono entrambi proiettati nella direzione in avanti
e si avra massima emissione di radiazione in uno stretto cono di
apertura 8y ~ m/E, lungo la direzione di moto dell’elettrone [10].
La distribuzione angolare ha infatti un andamento del tipo [6]

_ 0,do, 62m?
a(60)dby = A[GS (/B [log (1 + E2 ) + B} : (13)

Per angoli 8 ~ m/E, la radiazione emessa e anche parzialmente
polarizzata [11, 12, 13], con una direzione privilegiata di polarizza-
zione perpendicolare al piano di emissione pyk. Infatti il rapporto
dell’intensita di radiazione polarizzata perpendicolarmente e paral-
lelamente a questo piano é data da

do, EZ+E?
dO'“ B k? ’
da cui notiamo che 'effetto di polarizzazione diventa maggiore per

k <« E;. Per angoli di emissione al di fuori del cono 8y ~ m/E, il
rapporto tra do, e doj diventa prossimo a uno.

(14)

La distribuzione spettrale nel limite ultrarelativistico prende la
forma

2 2 $ :
,dAE[EOJrE 2} [ngonE_l |

dk
kg = 2g E.E 3

mk
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Per un dato valore del rapporto k/Ey. la probabilita di emis-
sione maggior cresce come il log(Eg/m). mentre nel limite infra-
rosso 'intensitd ko(k) diverge logaritmicamente. Come nel caso
non relativistico, la divergenza infrarossa sara eliminata una volta
introdotto I'effetto di screening degli elettroni atomici.

3 Effetto di screening degli elettroni
atomici

Fino ad ora abbiamo considerato ’emissione di radiazione assu-
mendo che ’elettrone interagisca soltanto con il campo coulombiano
generato dalla carica nucleare. Questa approssimazione rimane va-
lida solo se I’elettrone vede il nucleo ad una distanza in cui ’azione
di screening della carica nucleare da parte degli elettroni atomici
e trascurabile. Anche se una descrizione del processo di scattering
in termini di parametro d’urto non e strettamente rigorosa, pos-
siamo ricavare da principi generali della meccanica quantistica che
la distanza effettiva alla quale avviene la diffusione dell’elettrone
dal bersaglio & dell’ordine di b ~ 1/¢. Se il parametro d’urto b &
piccolo confrontato con il raggio atomico. il campo elettrico in cui
l’elettrone irraggia sara essenzialmente il campo coulombiano del
nucleo Vy, mentre se b € maggiore del raggio atomico, ’azione di
screening degli elettroni atomici giochera un ruolo importante e al
potenziale Vy dovremo aggiungere un contributo V. generato dalla
carica degli elettroni. Definendo il fattore di forma degli elettroni

atomici
_Am singry .
Fig)= o / p(r)( ) r2dr, (16)

qr

dove p(r) & la distribuzione di carica degli elettroni, gli effetti di
screening sono introdotti semplicemente moltiplicando le formule
ottenute per la sezione d’urto differnziale per il fattore [1 — Fe(q)]*.
L’accuratezza con la quale gli effetti di screening sono valutati di-
pendera quindi sensibilmente dall’adeguatezza del modello atomico
utilizzato per calcolare il fattore di forma F.(¢). La maggior parte
dei calcoli [6, 14] si basano sul modello atomico di Thomas-Fermi.
Per un dato valore dell’energia dell’elettrone incidente e finale, gli
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effetti di screening sono valutati in funzione del parametro

o 100mk
/s = EEOlea!

che & approssimativamente uguale al rapporto del raggio atomico
calcolato dal modello di Thomas-Fermi. rrr ~ 13727134 (dove
Ko & la lunghezza d’onda di Compton). con il valore massimo del
parametro d'urto permesso dalla conservazione dell'energia e del
momento in un dato processo radiativo, bmax = XoE Eo/mk. Valori
di 4s > 1 corrispondono alla situazione di screening trascurabile,
in cui vale I’espressione 15 per la distribuzione spettrale. mentre nel
caso di screening completo, v, = 0, si ha [14]

_dkE [(E}+E? 2 sy 2
_— —_——— a9 o ", - /3 -],
2¢E0 z [( EE 3) 2log(183Z7Y°) + 5

(17)

a(k)—dE—lz =
(18)

Per le situazioni intermedie si ha una transizione continua dalla
formula 15 alla 18.

-
<

1] 1 140
-N-T} 0.4 1.0 10 R (HQV) loo

Fig. 4: dipendenza di bpmax, in unita di lunghezza d’onda Compton X, dall’e-
nergia cinetica dell’elettrone incidente per valori di k = 0.17p, 0.5 T, e 0.9 Tp.
Le linee tratteggiate danno i valori del raggio di Thomas-Fermi per il berillio
Z=4eperloroZ=19.
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In fig. 4 € rappresentata la dipendenza di bnay dall’energia cine-
tica dell’elettrone incidente, per valori assegnati di A = 0.1 Tg, 0.5T%
e 0.9 Ty. Le curve tratteggiate danno il \alom di rrF per il berillio
e per 'oro. Notiamo come bmax > 77F a basse e ad alte energie
To. In particolare ci possiamo aspettare che gli effetti di screening
dlventlno importanti su una larga parte dello spettro per valori di
To sopra 5 MeV e al di sotto di 10 keV'.

:';Qt

Fig. 5: intensitd della radiazione di Bremsstrahlung in unita Eyé, in fun-
zione della frazione di energia del fotone emesso rispetto all’energia cinetica
dell’elettrone incidente. I numeri che compaiono sulle diverse curve si rife-
riscono all’energia cinetica dell’elettrone incidente. in unita di m. Le curve
tratteggiate sono calcolate in approssimazione di Born. trascurando gli effetti
di screening e sono valide per ogni elemento. Le deviazioni indicate dalle linee
continue danno, ad alte energie Ty e per fotoni a basse frequenze, le corre-
zioni degli effetti di screening calcolate per il piombo. mentre per energie Ty
non relativistiche rappresentano gli effetti del fattore di Elwert valutato per
I’alluminio.

L’effetto delle correzioni di screening sono valutate quantitati-
vamente in fig. 5 [14]. Essendo lo spettro di radiazione approssi-
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mativamente proporzionale a Ep/k, riportiamo l'intensita kdo (k) in
unita Fy¢, in funzione di k/( Eq—m). Le curve si riferiscono a diversi
valori dell’energia cinetica Tp. In particolare. le linee tratteggiate
sono ottenute in approssimazione di Born e sono valide per ogni ele-
mento (il numero atomico Z e infatti contenuto solo in @), mentre
nelle curve continue sono incluse le correzioni di screening calcolate
per il piombo (Z = 82), per elettroni ad alta energia. e per |'allumi-
nio (Z = 13), nel caso non relativistico. Notiamo come l'effetto di
screening elimina il comportamento divergente dello spettro nella
regione a bassa energia, mentre ha poca influenza per emissione di
fotoni ad alta energia. D’altra parte nel limite di & = Ey — m, se
il calcolo fosse eseguito abbandonando 1'approssimazione di Born
e utilizzando le corrette autofunzioni coulombiane, le curve conti-
nue tenderebbero ad un valore finito, come nel caso della curva ad
energie non relativistiche ricavata dal calcolo esatto di Sommerfeld.

4 Bremsstrahlung nella collisione
elettrone-elettrone

Oltre al contributo coerente degli elettroni atomici che agiscono
come schermo al campo nucleare, dobbiamo considerare anche il
contributo incoerente che proviene da Bremsstrahlung per scatte-
ring diretto tra ’elettrone incidente e gli elettroni atomici. Se E,
e sufficientemente alta, possiamo trascurare |'energia di legame de-
gli elettroni nell’atomo e considerare il contributo di Bremsstrah-
lung per scattering elettrone-elettrone liberi. In prima approssi-
mazione ci aspettiamo che tale contributo sia descritto dalla for-
mula di Bethe-Heitler specializzata ad un nucleo di carica unitaria.
In realta nel caso di Bremsstrahlung nel campo di un elettrone
emergono alcune differenze importanti: mentre il rinculo del nucleo
puo essere trascurato, il rinculo dell’elettrone cambia la cinematica
del problema e da luogo ad effetti di ritardo. Inoltre. il principio
di esclusione di Pauli gioca un ruolo importante, introducendo il
contributo dei cosiddetti diagrammi di scambio. ottenuti dai dia-
grammi in fig. 6 con 1 due elettroni scambiati nello stato finale.
Le espressioni per la sezione d’urto di Bremsstrahlung per scat-
tering elettrone-elettrone diventano quindi pit complicate rispetto
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alla formula di Bethe-Heitler e solo i loro limiti a bassa e ad alta
energia sono noti [15, 16], mentre per regioni di energia intermedia
ci dobbiamo accontentare di formule interpolatrici.

o p \m‘ P’ oo P m
71 ™1 ™

F

m ™ M »e n ”m m ]

Fig. 6: grafici di Feynman per Bremsstrahlung nello scattering elettrone-
elettrone.

Seguendo un approccio semiclassico e nei limiti di una scarsa
accuratezza, la procedura di calcolo pud essere notevolmente sem-
plificata con il metodo dei quanti virtuali, sviluppato indipenden-
temnte da Weizsacker [17] e Williams [18]. L’idea alla base di
questo metodo consiste nello sfruttare 1'equivalenza tra i campi
di una particella carica in moto relativistico e i campi di un im-
pulso di radiazione. I campi perturbatrici dell’elettrone incidente
sono infatti sostituiti da un impulso equivalente di radiazione ana-
lizzato in frequenze spettrali di quanti virtuali. Gli effetti della
collisione dell’elettrone con gli elettroni atomici vengono quindi cor-
relati con 1 corrispondenti effetti prodotti dai quanti virtuali e ’in-
terazione elettrone-elettrone e studiata in termini dell‘interazione
fotone-elettrone.

4.1 Metodo dei quanti virtuali

Consideriamo un elettrone che si muove di moto rettilineo uniforme
lungo ’asse z e che all’istante ¢t = 0 passa per z = 0. Il campo di
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radiazione della particella in moto visto da un secondo elettrone a
riposo ad una distanza b = \/x? + y? dalla linea di moto, sara dato
da [19]

+b
!
Ea:(t) = 6(62—{-’)21‘21‘2)3/2.
~sut .
B,(t) = PBE,,

dove 8 = v/c ey = 1/y/1— 3% Quando la velocita della parti-
cella approssima la velocita della luce (v > 1). il picco del campo
elettrico trasversale E.(t = 0) diventa ~ volte il suo valore non
relativistico. L’intervallo di tempo in cui i campi sono apprezza-
bili dalla particella a riposo &€ At ~ b/~v. Al crescere di 4 quindi
cresce ’altezza del picco, ma proporzionalmente diminuisce At e la
particella a riposo vede un campo elettrico e un campo magnetico
mutuamente ortogonali e approssimativamente della stessa inten-
sita. I campi E; e B, diventano indistiguibili da un impulso di
radiazione polarizzata che si propaga nella direzione dell’asse z. Il
campo elettrico longitudinale varia rapidamente da un valore posi-
tivo a un valore negativo, con un integrale nel tempo uguale a zero.
L’impulso medio della radiazione longitudinale potra quindi essere
completamente trascurato. In fig. 7 & rappresentato l’andamento
del campo elettrico e magnetico trasversali e del campo elettrico
longitudinale in funzione del tempo per valori di # = 0 e nel caso
relativistico B = 1. Per ottenere il numero di fotoni equivalenti
p(v)dv con frequenza v che passano per unita di area alla distanza
b, costruiamo il vettore di Poynting S

+0oo ¢ [+ +x

S, dt = Z/ dv[E.(v) x By(v)]. = / dv kv p(v). (20)
—00 0 0
Inserendo nell’equazione 20 le traformate di Fourier del campo elet-
trico e magnetico trasversali E.(v) e B,(v) troviamo
etvdv
4¢3 }{72

bv

p(v)dv = {H(i)}. 2= (21)

)
c
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Fig. 7: campi di radiazione di una particella carica in moto rettilineo uniforme
in funzione del tempo.

dove Hfl) sono le funzioni di Hanke] di prima specie. Non essendo
interessati ad un particolare valore del parametro d’urto b, dob-
biamo integrare ’equazione 21 sull’area perpendicolare all’asse z.
L’integrazione non pud comunque essere estesa per b — 0. La li-
mitazione & imposta dalla meccanica quantistica, che richiede di
interpretare come pacchetti d’onda gli elettroni interagenti. Per
poter descrivere il processo di scattering in termini di un parame-
tro d’urto b, dobbiamo imporre che 1’estensione Az dei pacchetti
d’onda sia minore di b. D’altra parte, dobbiamo anche richiedere
che nell’intervallo di tempo in cui avviene la collisione tra le par-
ticelle, At ~ b/c, la distanza b non cambi apprezzabilmente, dob-
biamo cioé imporre bv,;/c K b, che equivale a v, < ¢. Con questa
condizione, il principio di indeterminazione si traduce nella rela-
zione Az > J/mec, che, insieme alla richiesta b > Ar, porta ad
ammettere come valore minimo per il parametro d’urto

A
b in = e 22
m X me (22)

dove x & una costante che come vedremo e dell’ordine dell’unita.
Integrando ’equazione 21 sull’area con b > bni,, otteniamo per il
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numero totale di fotoni equivalenti che investono l'elettrone a riposo

q(k)dk = ‘Zﬂ'/b.x p(v)dv bdb.

1 e?2dk
= ~n——P(zn). 2
QT,{C I\‘P( m) ( 3)
1,2 (D)2 M2y . (1) () bmink
P(zm)z—gzm(Hl + Hy'"y =iz, Hy 'Hy .z = ot
(24)

dove 'argomento delle funzioni di Hankel & iz,. Per k/ymc® =
k/Ey < 1, zy < 1 e I'espressione 23 si riduce a

(25)

Supponiamo che un fotone virtuale k venga diffuso dall’elettrone a
riposo in un fotone con momento k', con k rimosso dallo spettro
dei fotoni virtuali della particella incidente e con la particella a
riposo che subisce un rinculo k — k’. Tale processo di scattering
Compton del fotone virtuale corrisponde alla Bremsstrahlung di un
fotone k' emesso durante la collisione dall'elettrone incidente, che
perde un’energia pari a k. La sezione d’urto di Bremsstrahlung puo
essere quindi calcolata moltiplicando la sezione d’urto di scattering
Compton o.(k,k')dk’ del fotone virtuale k per il numero di fotoni
equivalenti al campo di radiazione dell elettrone incidente

doy(K')dk' = di’ fk q(k)oe(k. K. (26)

Il limite superiore di integrazione e mc?k'/(mc? — 2k') per k' <
mc?/2 ed E, per k' > mc?/2. Limitandoci al caso pill interessante
con k' > mc?, troviamo

2 2 31/ i
o(K)ak’ = Srome dk {log\E—? 12— 0(-’-1)}‘ (27)

3.137 k2
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Notiamo come la sezione d'urto decresce rapidamente con &’, dando
un contributo allo spettro di radiazione di Bremsstrahlung che e
dell’ordine di mc?/k’ rispetto al contributo 15 della carica nucleare.
Nel calcolare la sezione d'urto abbiamo implicitamente assunto che
i contributi delle varie componenti in frequenza della radiazione
equivalente si sommino incoerentemente. Questa approssimazione
e valida solo se gli effetti della perturbazione del campo di radia-
zione sulla particella a riposo sono piccoli. Un’altra richiesta che
limita ’applicabilita del metodo dei quanti virtuali € che il moto
dell’elettrone incidente possa essere trattato classicamente come un
moto rettilineo uniforme. Queste condizioni si traducono nelle ri-

chieste

E
—%=1>»1,  k<E. (28)

La seconda relazione in particolare appare piuttosto restrittiva,
considerando che le situazioni piu interessanti si hanno proprio per
perdite di energia k = Eq.

Lo spettro di Bremsstrahlung nella collisione elettrone-elettrone
riceve un secondo contributo che deriva dalla situazione simmetrica
in cui Pelettrone a riposo e l'elettrone incidente si scambiano di
ruolo. Supponiamo che la particella a riposo riceva una energia di
rinculo (k — k')?/2mc? < mc? e consideriamo il processo nell’oppo-
sto sistema di riferimento di Lorentz, in cui la particella a riposo si
muove di moto relativistico € la particella incidente e ferma. Poiché
la particella a riposo subisce un rinculo trascurabile, il suo moto nel
sistema di riferimento solidale con la particella incidente puo essere
considerato rettilineo uniforme. Seguendo lo stesso procedimento
del caso precedente, possiamo calcolare lo spettro di fotoni equiva-
lenti k* che investono 1'elettrone incidente nel sistema di riferimento
ad esso solidale e calcolare la sezione d'urto di scattering Compton
del fotone k" in K’°. Sommando il contributo delle diverse compo-
nenti spettrali del campo di fotoni virtuali. troviamo un secondo
contributo -allo: spettro di Bremsstrahlung

dorr(K™)dk™ = dk” /L (ko (k k)R (29)
Tornando al sistema di riferimento originale con le trasformazioni
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di Lorentz che collegano k™ e k'™ a k e k' rispettivamente. troviamo

ﬁdk’ E
137 &' E,

A liog 2EE0 | [ER+E2 2] 1
& mek EE, 3| o[

(30)

0‘[1(]6')(”6’ =

Anche se ’energia k™ del fotone diffuso deve ancora soddisfare le
condizioni 28, nel tornare al sistema di riferimento originale tro-
viamo che il fotone diffuso k' non e vincolato dalla richiesta &' <« Ej.

Per k' > mc? il contributo o7 & maggiore per un fattore k'/mc?
del contributo ¢;. Nel caso in cui una delle due particelle intera-
genti viene sostituito con un nucleo di massa .1/ > m, il contributo
o1 sara sicuramente trascurabile, mentre notiamo come oyj(k’),
moltiplicata per Z2, viene praticamente a coincidere con 1’espres-
sione 15 per la Bremsstrahlung di un elettrone nel campo di un nu-
cleo. Per avere corrispondenza tra le due formule é sufficiente porre
logl/x = 0.9, vale a dire x = 0.4 . Anche se abbiamo ricavato
le stesse formule per la Bremsstrahlung nella collisione elettrone-
elettrone e nella collisione elettrone-nucleo. ci saranno alcune dif-
ferenze numeriche non trascurabili. La piu importante riguarda la
scelta della costante y, che abbiamo introdotto nel considerare le
limitazioni 22 imposte sul parametro d'urto dall estensione Az del
pacchetto d’onde associato alle particelle interagenti. Per una par-
ticella pesante come il nucleo Az sara trascurabile e solo 1’elettrone
da luogo alla limitazione sul parametro d'urto. mentre nel caso della
collisione tra due elettroni, dobbiamo aspettarci un valore maggiore
per x. Con buona approssimazione potremo considerare \ ~ 2:0.4.

In fig. 8a e rappresentato con la curva continua lo spettro di
Bremsstrahlung nella collisione dell’elettrone con il berillio (Z = 4),
distinguendo con la linea tratteggiata il contributo di Bremsstrah-
lung elettrone-nucleo. La linea punteggiata e ottenuta moltipli-
cando la linea continua per (Z + 1)/Z, vale a dire valutando il
contributo di Bremsstrahlung degli elettroni atomici con la formula
di Bethe-Heitler presa per Z = 1. Per radiatori a basso numero ato-
mico come il berillio, vediamo che tale approssimazione non & suffi-
cientemente valida. In fig. 8b sono riportati rispettivamente con la
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linea continua e con la linea tratteggiata lo spettro di Bremsstrah-
lung totale e il contributo dalla sola interazione elettrone-nucleo,
calcolati per Z = 47. Notiamo come all’aumentare del numero ato-
mico gli effetti del contributo dallo scattering elettrone-elettrone
diminuiscono sensibilmente, diventando praticamente indistingui-
bili dallo spettro totale per nuclei a Z > 47.

i\ T | 1 (&)
E 2.
M .
[F:13
eS8}k \\\\
Y
\
Q A 1 N L
~ T T T T ($)
1.0+ TS = 243
cls
Q ! 4 S 1
19 20 30 40 50 K(Hg’l)

Fig. 8: (a) la linea continua rappresenta lo spettro di Bremsstrahlung per
scattering di un elettrone con energia cinetica Ty = 60 MeV su un bersaglio di
berillio (Z = 4). La curva tratteggiata da il contributo che proviene dallo scat-
tering elettrone-nucleo, mentre la linea punteggiata & ottenuta moltiplicando
il contributo elettrone-nucleo per il fattore (Z + 1)/Z. (b) la curva continua
mostra lo spettro di Bremsstrahlung per Ty = 60 MeV e Z = 47, mentre la
curva tratteggiata corrisponde al contributo dello scattering elettrone-nucleo.
La figura & tratta da [20].

5 Conclusioni

La formula di Bethe-Heitler rappresenta un punto di riferimento
fondamentale per comprendere le principali caratteristiche dello
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spettro di Bremsstrahlung nelle reazioni nucleari. Abbiamo visto
che i limiti di validita della formula di Bethe-Heitler sono princi-
palmente imposti dall’approssimazione di Born. che non é rigorosa
per nuclei pesanti e a basse energie. Nel limite di basse energie,
nella sezione 2.2 abbiamo dato indicazioni di quali correzioni dob-
biamo introdurre. D'altra parte, per alti Z possiamo aspettarci
che le condizioni 4 imposte dall’approssimazione di Born non siano
soddisfatte anche ad alte energie. In realta, abbandonando I’ap-
prossimazione al primo ordine, si hanno delle correzioni importanti
solo a grandi angoli di emissione, mentre per 8y ~ m/Eq, dove si
ha la massima intensita di radiazione, le correzioni sono trascura-
bili. Infatti, nel regime ultrarelativistico, il calcolo con autofun-
zioni coulombiane [21, 22] introduce nella formula di Bethe-Heitler
un termine additivo importante solo per alti valori del momento
trasferito ¢q. Il fatto di aver trascurato il rinculo del nucleo, as-
sunzione implicita nell’approssimazione di campo esterno, non &
importante [23]: la correzione & data infatti da un termine additivo
che & dell’ordine di vg/c, dove vg indica la velocita di rinculo del
nucleo. Infine abbiamo introdotto nella formula di Bethe-Heitler
il contributo degli elettroni atomici, che, oltre a creare un’azione
di screening sulla carica nucleare, possono intervenire direttamente
nella collisione con ’elettrone incidente. L’effetto di screening &
facilmente valutabile con un modello atomico adeguato per descri-
vere i] fattore di forma di carica degli elettroni, mentre si & visto
come lo scattering elettrone-elettrone da approssimativamente un
contributo dell’ordine di 1/Z rispetto al contributo nucleare, del
tutto trascurabile per alti numeri atomici.
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1 Introduzione

In questo articolo descriverdo un metodo che consente di studiare,
(dal punto di vista teorico) le proprieta statiche e dinamiche a tem-
peratura finita delle leghe magnetiche diluite e, in parte, dei corri-
spondenti sistemi concentrati.

Le leghe magnetiche diluite sono sistemi che si ottengono dis-
solvendo piccole (0.1-0.5%) concentrazioni di ioni paramagnetici
(come metalli di transizione o terre rare) in metalli non magne-
tici. L’interesse per questi sistemi risale alla prima era della fisica
det metalli, gli anni ‘30, quando alcune misure di resistivita rea-
lizzate su un campione di oro contenente impurezze magnetiche di
metalli di transizione misero in evidenza, per la prima volta, che
le leghe magnetiche diluite sono metalli piuttosto particolari. La
resistivita di quel campione, invece di diminuire monotonicamente
con la temperatura per soppressione dello scattering fononico (e
quindi saturare al valore residuo), come ci si aspettava per un me-
tallo, presentava un minimo (Fig.1) ad una temperatura dell’ordine
di 10 K, debolmente dipendente dalla concentrazione di impurezze
magnetiche[l]. Un tale comportamento e stato in seguito osservato
in altre leghe magnetiche diluite, come ad esempio C'uFe, LaCe,
CuMn e AuYb.

Negli anni ‘60 le cause microscopiche di questo fenomeno furono
in parte chiarite, grazie ai risultati ottenuti dal teorico giapponese
J. Kondo[2]. Egli mostro che una interazione di scambio antifer-
romagnetica (AFM) tra gli elettroni di conduzione e le impurezze
magnetiche puo giustificare il comportamento anomalo della resisti-
vita. La forma pit semplice di questa interazione e data nel modello

s-d[3] o modello di Kondo[2]
Hg =Y e, — JS - 5(7 = 0), (1)
ko

dove ¢; ¢ ’energia degli elettroni di conduzione con vettore d’onda
k, J < 0 ¢ la costante di scambio AFM, S e lo spin localizzato sul

sito dell'impurezza magnetica (S = 1/2) e (7 = 0) e la densita
di spin degli elettroni di conduzione sul sito dell’impurezza stessa.

56



300

280 7

4
I0°R/ Ry oc
N
o
(o]

\"J

240 /
220 \-—’/

0 10 20
T(K)

Fig. 1: Minimo della resistivita di un filo d’oro contenente im-
purezze di metalli di transizione, normalizzata al valore della stessa

aT =0°C[1].

Kondo studio la resistivita p(T') in teoria delle perturbazioni al terzo
ordine in J, e mostrd che 'interazione di scambio AFM porta un
contributo a p(T'), ps(T') ~ log(kgT /D), dove D & la semilarghezza
della banda, kg e la costante di Boltzmann e T' la temperatura
in gradi Kelvin. Questo termine cresce riducendo la temperatura
e, quando lo si aggiunge al contributo fononico e alla resistivita
residua, e sufficiente per giustificare 1’esistenza di un minimo nella
resistivita[2].  In onore di Kondo, & stato quindi attribuito al
fenomeno il nome di effetto Kondo. Per estensione, questo nome
viene oggi usato per indicare, in generale, tutte le proprieta anomale
(magnetiche e di trasporto) che si osservano in quelle leghe magne-
tiche diluite che presentano un minimo nella resistivita. Tra queste
proprieta, che vedremo pil in dettaglio in seguito, di particolare
rilievo & 'inattesa scomparsa (a basse temperature) del momento
magnetico localizzato (e la conseguente formazione di uno stato
fondamentale non magnetico a molti corpi). = - "
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La teoria di Kondo entra in crisi quando T' — 0, quando cioe
log(kp1'/ D) diverge e la teoria delle perturbazioni non e piu appli-
cabile. I tentativi (fatti tra la fine degli anni ‘60 e gli inizi degli anni
“70) di estendere la teoria di Kondo per mezzo delle tecniche per-
turbative tipiche dei problemi a molti corpi (risommazioni di serie
parziali di diagrammi) non hanno cambiato qualitativamente questo
risultato!': la teoria delle perturbazioni, sufficiente per spiegare il
comportamento dei sistemi Kondo diluiti ad alte temperature, non
permette pero di descriverne lo stato fondamentale. Per spiegare
il comportemento dei sistemi Kondo diluiti a basse temperature
occorre dunque andare oltre la teoria delle perturbazioni.

Un contributo fondamentale alla comprensione del problema
Kondo fu portato da due tecniche “esatte?”, introdotte tra la fine
degli anni ‘70 e |’inizio degli anni ‘80: il gruppo di rinormalizza-
zione[4] e il Bethe-Yang ansatz[5]. Queste tecniche consentono di
calcolare tutte le proprieta di equilibrio del modello di Kondo. 11
gruppo di rinormalizzazione ha permesso di dimostrare inequivoca-
bilmente che, in presenza di una costante di scambio AFM J ar-
bitrariamente piccola, lo stato fondamentale del modello di Kondo
e un singoletto non magnetico. A temperatura ed energia qualsiasi
il sistema puo essere descritto da una costante di scambio effettiva,
Jofs. Per T ~ 0K, J.s; diverge e il sistema si comporta come
se lo spin dell'impurezza fosse legato rigidamente in un singoletto
agli spin degli elettroni di conduzione. Ad alte temperature in-
vece, J.r¢ tende al valore nudo, J, e il sistema puo essere trattato
bene anche in teoria delle perturbazioni. Il calcolo della magne-
tizzazione, della suscettivita e del calore specifico in funzione della
temperatura hanno dato inoltre risultati in buon accordo con gli
esperimenti. Questi risultati sono stati confermati con il Bethe an-
satz: per quelle proprieta che sono state studiate sia attraverso il

1Le risommazioni di serie parziali inoltre portano spesso a risultati incerti e
poco controllabili.

2Queste tecniche sono chiamate esatte in quanto forniscono la soluzione
esatta del modello di Kondo o di altri modelli che si ritiene debbano descrivere
questi sistemi, almeno qualitativamente.
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Bethe ansatz che il gruppo di rinormalizzazione (come la suscetti-
vita statica e il calore specifico elettronico), e stato visto, infatti,
che 'accordo tra i due metodi ¢ eccellente.

Pur riconoscendo la potenza di questi metodi esatti, occorre no-
tare la loro inabilita a descrivere le proprietd dinamiche (come la
suscettivita magnetica dinamica) e di trasporto (come il potere ter-
moelettrico). Paradossalmente, le tecniche esatte non permettono
di calcolare nemmeno la resistivitd?, prima proprietd per la quale
e stata osservata una anomalia Kondo. A cio si aggiunge il fatto
che queste tecniche sono applicabili solo nell’ipotesi che le bande di
energia abbiano una dispersione lineare attorno al livello di Fermi:
questo presupposto non e rilevante per una descrizione qualitativa,
ma impedisce ogni descrizione quantitativa.

In assenza di metodi esatti, per trattare questi ultimi aspetti
del problema si & andati alla ricerca di metodi approssimati. Tra
questi ultimi riveste senz’altro una posizione di rilievo il metodo
delle espansioni in 1/N. L’idea fu suggerita nei primi anni ‘80 da
Anderson(7] e Ramakrishnan[8]. Essi notarono che numerosi mo-
delli interessanti in meccanica quantistica, teoria dei campi e mec-
canica statistica coinvolgono un numero (intero) N gradi di liberta
(N=colori, componenti di spin, ecc.) e che, per alcuni di questi
problemi, erano stati sviluppati negli anni ‘70 approcci perturba-
tivi in ordini di 1/N[9]. Nel problema Kondo, analogamente, sono
coinvolti N gradi di liberta: quelli associati alla degenerazione N dei
livelli localizzati (4f o 3d) delle impurezze che puo, come vedremo,
essere anche piuttosto elevata (ex. N = 6 o N = 8). Anche in
questo caso quindi 1/N rappresentava un parametro ragionevole di
espansione.

Oggi esiste pin di un metodo che puo essere indicato con il nome
di “svihippo in 1/N” per le leghe magnetiche diluite: una rassegna
completa si puod trovare in Ref.[10]. In questo ‘articolo discuterd
soltanto le espansioni-autoconsistenti, quelle applicabili nel pia-va-
sto intervallo di temperatura[l0, 11]. Vedremo che, per le proprieta

3La resistivith a T = 0 & stata in realti calcolata anche per mezzo del Bethe
ansatz: 1’approccio utilizzato non pud perd essere esteso a temperatura finita[6].
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statiche, le espansioni autoconsistenti, danno risultati in ottimo
accordo con quelli ottenuti con le tecniche esatte. In aggiunta,
per mezzo delle espansioni autoconsistenti si possono calcolare le
proprieta dinamiche, che ai metodi esatti sono precluse. Infine,
l’applicabilita delle tecniche di sviluppo in 1/N non dipende dalla
scelta di forme particolari per la legge di dispersione delle bande:
queste tecniche possono dunque essere combinate con calcoli da
principi primi[lQ 13]. Le tecniche di sviluppo in 1/N forniscono
quindi la piu completa descrizione del problema Kondo nelle leghe
magnetiche diluite oggi disponibile.

Tra le speranze dei pionieri delle tecniche di sviluppo in 1/N ap-
plicate al problema dei sistemi Kondo diluiti, ¢’erano, infine, quelle
di poterle estendere allo studio dei sistemi Kondo concentrati: per
questi ultimi, infatti, non si conoscevano negli anni ‘80, e non si
conoscono tuttora, metodi esatti. Oggi esistono parziali estensioni
dei metodi di espansione in 1/N ai sistemi densi, e consentono, ad
esempio, il calcolo delle proprieta di trasporto[14]. E importante
osservare pero che le proprieta poco influenzate dalla formazione di
bande f (come le proprieta termodinamiche) si possono riprodurre
bene con il metodo di sviluppo in 1/N per le leghe diluite, nono-
stante il sistema sia denso. Inoltre, in numerosi composti di C'e ed
YD gli elettroni f non formano affatto bande e si possono quindi de-
scrivere con sufficiente accuratezza nell’approssimazione di singola
impurezza. Gli sviluppi in 1/N descritti in questo articolo, quindi,
sono utili per studiare una classe di composti ben piu vasta delle
leghe magnetiche diluite.

2 1l problema Kondo

I sistemi Kondo diluiti sono un numeroso gruppo di leghe magneti-
che diluite che include, ad esempio, tutte le leghe contenenti impu-
rezze di Yb o di Ce. Questi sistemi, che ad alta temperatura pre-
sentano momenti magnetici localizzati, hanno invece uno stato fon-
damentale non magnetico, I’instaurarsi del quale & accompagnato
da una serie di anomalie nei fenomeni magnetici, ottici, e di tra-
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sporto: tra queste anomalie il minimo della resistivita non e che la
prima ad essere stata scoperta e, forse, la pi nota. Una rassegna
completa della fenomenologia dei sistemi Kondo diluiti si puo tro-
vare in Ref.[15]. In questa sezione delineero gli aspetti principali
del problema Kondo.

Gli ioni paramagnetici isolati hanno un momento magnetico
finito a causa del parziale riempimento delle shells elettroniche
esterne (le 4f per i lantanidi e le 3d per 1 metalli di transizione).
Le proprieta delle leghe magnetiche diluite sono legate al comporta-
mento del momento magnetico degli ioni, una volta che questi ultimi
sono disciolti nel metallo ospite. In linea di principio, infatti, questo
momento puo scomparire, essere parzialmente ridotto, o permanere
indisturbato. La piu chiara prova sperimentale dell’esistenza di un
momento magnetico localizzato sul sito occupato dall’impurezza
paramagnetica viene dalla suscettivita magnetica dello ione, y;one-
Per uno ione magnetico isolato, x;.ne deve seguire la legge di Curie.
Nel caso di uno ione con spin effettivo S quindi:

ngf#%5(5+ 1)
3kg ’

Xione = %a C= (2)
dove pp e il magnetone di Bohr. Nelle leghe magnetiche diluite,
analogamente, una x o 1/T testimonia ’esistenza di momenti ma-
gnetici localizzati sui siti delle impurezze. La suscettivita magnetica
di un metallo non magnetico puro infatti & indipendente dalla tem-
peratura: e quella degli elettroni di conduzione, y., e segue la legge
di Pauli x. = usg(er), dove g(er) € la densita degli stati elettronici
al livello di Fermi, qui indicato con ef.

La suscettivita ionica dei sistemi Kondo diluiti segue la legge
di Curie in un vasto intervallo di temperatura, per poi scostarsi da
tale legge. qua.ndo la temperatura si abbassa al di sotto di una soglia
caratteristica, To, e diventare 1nd1pendente da T quando T « Tp.
Lo stato fondamentale di tali sistemi & non magnetico. T, & in
genere dell’ordine di 1 — 10K e (Ilpende dal campione.

To definisce un confine tra due regimi distinti. Per T > Ty si
hanno momenti magnetici localizzati sui siti delle impurezze para-
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Fig. 2: La densita degli stati f, ps(w) per una impurezza di Ce in
un metallof16] a bassa temperatura. Perw < Er pg(w) st ottiene da
spettri XPS (X-ray Photoemission Spectrum) mentre per w > EFp
da spettri BIS (Bremsstrahlung Isochromat Spectrum).

magnetiche e si possono calcolare le proprieta di trasporto in teo-
ria delle perturbazioni, come fece Kondo per la resistivita[2]. Per
T <« T, i momenti magnetici localizzati scompaiono e le proprieta
del sistema sono quelle di un liquido di Fermi. Questo significa,
in particolare, che la suscettivita & indipendente dalla temperatura
(x(T') = xo) € che il calore specifico elettronico ¢ lineare con la tem-
peratura (C, = yT'). Osserviamo che le proprieta appena descritte
sono anche quelle di un gas di fermioni liberi e non interagenti,
o quelle degli elettroni di conduzione in un metallo non magne-
tico: tuttavia i valori di 4 e xo misurati in sistemi Kondo diluiti
sono molto superiori sia ai valori previsti per un gas di Fermi che
ai valori misurati in metalli non magnetici. Dato che, in un gas
di Fermi, v e la suscettivita sono proporzionali alla densita degli
stati al livello di Fermi (v = n%k%g(er)/3, x/v = 3up/(n%k%)) e
questa, a sua volta, &€ proporzionale alla massa degli elettroni, va-
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lori di ¥ e y molto maggiori alla norma vengono interpretati come
I'effetto di una rinormalizzazione della massa elettronica: il sistema
e un gas di Fermi formato da elettroni “pesanti”. Anche il potere
termoelettrico, la resistivita e la conduttivita termica seguono il
comportamento atteso per un tale liquido di Fermi.

Fino a questo punto ho indicato con Ty la scala caratteristica
senza specificarne la definizione. Nei calcoli di gruppo di rinormaliz-
zazione la scala caratteristica 7; € indicata come Ty (temperatura
di Kondo) ed & definita dall’espansione perturbativa di p2;; (peys
¢ il momento magnetico effettivo sul sito dell’impurezza) ad alte
temperature in potenze di In~Y(T/Tk): Tk & scelta in modo che
il coefficiente del termine proporzionale a In=2(T/Tk) sia nullo. E
possibile introdurre una scala caratteristica di un sistema Kondo
anche da altre proprieta, come ad esempio dalla suscettivita ionica
a temperatura T = 0K: T) = x;,L.(T = 0)*. Un metodo ancora
diverso per caratterizzare un sistema Kondo viene dagli spettri di
fotoemissione o di fotoemissione inversa. Net sistemi diluiti del Ce
infatti, la densita degli stati f, ps(w) (Fig.2), che si calcola dagli
spettri BIS ( Bremmstralung Isochromat spectrum), mostra, a bassa
temperatura, una stretta risonanza vicino al livello di Fermi, detta
risonanza Kondo o di Abrikosov-Sithl; ‘del tutto assente in sistemi
che hon presentano effetto Kondo. La posizione & la larghezza della
risonanza (che scompare ad alte temperature) dipende in modo non
perturbativo dalla costante di accoppiamento J. Nei calcoli NCA,
To viene appunto definita come la posizione di tale risonanza a
T=0.

3 Modello per le espansioni in 1/N
Gli studi sulle leghe magnetiche diluite sono legati a due modelli,

il modello di Kondo[2, 3| gia visto e il modello di Anderson[17].
1l modello di Anderson (1961) e piu generale del modello di Kon-

4Wilson ha mostrato che Tx = W T, dove W & un numero universale che
per il modello di Kondé vale 0.4128 + 0.002(4].
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do. Nel caso piu semplice da considerare, quello in cui I'impurezza
magnetica ¢ uno lone scnza gradi di liberta orbitali, il modello di
Anderson, per uno ione di terra rara, & dato da:

Hi =Y ting + 3 esiso + Uipaiy, + S Valdo f, + hc]. (3)
ko 4 . ko

Qui € e Penergia corrispondente all’eccitazione dalla configurazione
4f! alla configurazione 4 f°, ed & circa 2 eV sotto al livello di Fermi.
U e la repulsione Coulombiana on-site alla quale sono sottoposti
gli elettroni 4 f, assai localizzati sul sito dell’impurezza magnetica.
U e forte (U ~ 5 — 6¢eV per Ce) e a causa di cid spesso ci si
riferisce a questi sistemi con il nome di sistemi elettronici fortemente
correlati. 'V, & 1’'ibridazione elettronica tra i livelli di conduzione e i
livelli appartenenti alle shells esterne degli ioni paramagnetici. Una
misura dell’intensita di ibridazione & data da [(e) = mg(e )V,
la larghezza di ibridazione ad energia ¢,. Se la banda e piatta e
I’ibridazione e costante, I'(¢,) = I'. Nei compostidel Cel' ~ 0.1 eV.
Nel regime Kondo (U > I', —¢; > T) il modello di Anderson ¢
equivalente al modello di Kondo con J = U|Vi|?/(U + €5)(¢5) <
0[18]. :

Il modello di Anderson (3) descrive meglio il caso delle leghe con
impurezze magnetiche di metalli di transizione piuttosto che non
quello delle leghe con impurezze di terre rare. Le shell 3d dei metalli
di transizione infatti sono fortemente modificate dal circondario cri-
stallino. Il campo cristallino (CF), ossia il campo elettrostatico do-
vuto agli ioni circostanti nel cristallo, € molto pit intenso dell’effetto
spin-orbita e si ha il quenching del momento angolare orbitale: allo
ione restano i soli gradi di liberta di spin (N = 2). In questo articolo
tuttavia intendo presentare il metodo degli sviluppi in 1/N appli-
cato al caso in cul N > 2, come ad esempio quando le impurezze
sono ioni di terre rare (Ce o Yb). Per questi ioni ’accoppiamento
spin-orbita ¢ molto pit forte del campo cristallino. In prima ap-
prossimazione, gli effetti di campo cristallino sono trascurabili e il
momento magnetico angolare totale J € un buon numero quantico.
Lo stato fondamentale dello ione e stabilito dalle regole. di Hund.
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Per lo ione C'e*t ad esempio, la configurazione elettronica stabile
e [LaJdf' (I = 3, N = 2(2l +1) = 14). In base alle regole di
Hund il livello 4f' si apre nello stato J = 5/2 (N = 6), il mul-
tipletto spin-orbita fondamentale, e nello stato J = 7/2 (N = 8),
il multipletto spin-orbita cccitato. Considerando solo il multipletto
spin-orbita fondamentale, il modello corretto per descrivere leghe
con impurezze di Cerio o Ytterbio e quindi il modello di Anderson
degenere

}]=Hb+Hf+Hmia:a (4)
Hy =Y ek, (5)
km
Hf-——‘éfZﬁ/m“}-U Z fl,fmﬁfml, (6)
m m#m/’
Hpie = 3 Vileh fo + hec]. (7)
km

[’ibridazione accoppia gli stati localizzati di momento angolare
totale J con le onde parziali di conduzione aventi la stessa sim-
metria attorno al sito dell’impurezza (I = 3). Il numero quantico
m = —J,...,+J assume N = 2J + 1 valori (degenerazione del
livello fondamentale di impurezza). Per N = 6 questa Hamilto-
niana descrive appunto lo stato fondamentale di Ce*t (J = 5/2).
Con una trasformazione particella-buca essa descrive invece lo stato
fondamentale di Y53+,

Nei composti del Ce, come visto prima, la repulsione Coulom-
biana U ¢ ~ 5 — 6eV mentre ' = 0.1eV: & quindi lecito assu-
mere che la doppia occupazione del sito f sia molto difficile, se
non proibita, per lo meno quando si scende a bassa temperatura.
Assumiamo quindi che I/ — oo. Per misure a bassa energia e/o
temperatura il valore esatto di U sara di fatto ininfluente. Quando
U — o0, ’'Hamiltoniana (4) diventa:

H=Hb+Hf+Hmi:r7 (8)
dove, ]:Ib‘,.é» la sﬁess;a_ di Eq.(5) mentre

Hi=¢ 3 Ny, ‘ (9)
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mm Z‘/k ckm + hc] (10)

Notiamo che gli operatori N 10y N fm F,,, non hanno qui lo stesso
significato che gli operatori fijq, 7 I ms fm, avevano nel’Hamilto-
niana di Anderson degenere, infatti Ny = [0)(0], Ny m = |m)(m| e
Frn = |0){m|. Le configurazioni di impurezza possibili sono quindi
solo la 4f° (stato di impurezza vuota, |0)) e la 4f* (stato di impu-
rezza occupata, |m)), degenere N volte. In totale le configurazioni
possibili sono NV + 1.

Il modello di Anderson degenere ignora la struttura fine del
livello di impurezza dovuta all’interazione spin orbita (lo stato J =
7/2 per Ce®*t) e agli effetti di campo cristallino (sui livelli J =
5/2 e J = 7/2). In simmetria cubica ad esempio il J = 5/2 si
apre a causa del campo cristallino in I'; @ I's, dove I'7 (I's) € un
doppietto (quartetto). Lo studio di un modello che tiene conto della
struttura non crea particolari problemi nell’applicazione del metodo
degli sviluppi in 1/N nel limite U — oo. Per ragioni di maggior
semplicita, introdurrd qui il metodo per il modello di Anderson
degenere.

L’Hamiltoniana (8) & il punto di partenza per introdurre le es-
pansioni in 1/N: in essa perd non compare in maniera esplicita
nessun fattore N. E necessario tuttavia definire il comportamento
dei parametri dell’Hamiltoniana nel limite N — oo, in modo che
le quantita fisiche non divergano per N — co. Questa procedura e
quclla che si segue normalmente in tutte le teorie che coinvolgono
sviluppi in 1/N. Nel caso specifico si assume che:

N|Vi|* — O(1),N = oo. (11)

La base formale delle espansioni in 1/N ¢& ora chiara: O(1) compren-
de tutti i termini o< (N|Vi]|?)?, O(1/N) i termini o< [Vi[2(N|Vi|*)",
e cosi via. Quando N e grande (N > 6) i processi che com-
paiono all’ordine O(1) sono piu importanti di quelli che compaiono
alPordine O(1/ N). Quando N & piccolo (N = 2,4) invece non &
necessariamente vero che tra i processi di ordine |V;|?", alcuni siano
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pitt importanti di altri. E pitt corretto pensare che abbiamo trovato
un artificio tecnico per studiare il problema delle leghe magnetiche
diluite da un nuovo punto di vista. La validita di questo artificio va
stabilita confrontando 1 risultati ottenuti con questo metodo con i
risultati esatti (quando ci sono) e con gli esperimenti.

4 Le espansioni in 1/N

Le proprieta statiche e dinamiche delle leghe magnetiche diluite pos-
sono essere espresse in funzione di due funzioni di correlazione di-
namiche e dipendenti dalla temperatura: la densita spettrale ps(w)
per aggiunta o rimozione di un elettrone f di energia hw, e lo spet-
tro per le fluttuazioni (di energia w) del momento magnetico, o(w).
Queste due quantita sono entrambe misurabili sperimentalmente:
ps sl puo ottenere da esperimenti di fotoemissione e fotoemissione
inversa, mentre o, da esperimenti di scattering di neutroni. For-
malmente p; e oy sono le trasformate di Fourier delle funzioni di
correlazione dipendenti dal tempo:

1 o
psw) =—_1Im /_oo dte NG (1), (12)

1 o
oi(w) = —= lm/ dte O N (1), (13)
m —o00

con
Gy(t) = =0 { fn(1), FLO)}), (14)
M;(t) = —O()([M(t), M(0)]), (15)
M = gugp Zmﬁfm. (16)
G(t) ha un carattere fermionico mentre M,(t), la funzione di auto-
correlazmne del momento localizzato al tempo ¢, & di tipo bosonico.
In Tab.1 1_6 proprieta fisiche di maggiore interesse sono espresse in

funzione di o, o di p;. Il merito dei metodi di sviluppo in 1/N &
quello di fornire una espressione per p; e oy.
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Imx(e+10%) = mos(€) Suscettivita dinamica

x = P [*Cdeas(e)/e Suscettivita statica

ny = [T deps(e)f(e) Valenza

g(er)T7e)/C = NTpg(e) Probabilita di scattering degli
elettroni di conduzione per unita di concentrazione

Proprieta di trasporto

p=1/(e*Ly) Resistivita
S =—Ly/(le] TLy) Potere Termoelettrico

k= (Ly— L}/Lo)/T Conduttivita termica

dove
L, =— [2(9(6F)k}7‘>2/(3m20)] [rode e
x|sterra/c] " 8f(e)/dc

Tab. 1: Alcune proprieta fisiche espresse in funzione di py o di
os. py e oy offrono una visione unificante delle proprieta statiche e
dinamiche delle leghe magnetiche diluite[11]. Qui f(¢) € la funzione
di distribuzione di Fermi e g{¢) la densita degli stati di conduzione.
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Usualmente, lo studio perturbativo di sistemi a molti corpi si
basa sulla possibilita di espandere la funzione di partizione esatta
attorno ad uno stato fondamentale non interagente con eccitazioni
di tipo fermionico e/o bosonico. In presenza di forti correlazioni
locali il metodo € molto complesso da applicare: 1'esistenza degli
operatori di proiezione F,, (che non soddisfano le regole di commu-
tazione canoniche) nell’Hamiltoniana (8) impedisce infatti 'uso del
teorema di Wick e delle tradizionali tecniche di Feynman. In effetti
queste tecniche si possono usare, ma occorre introdurre pseudo-
Hamiltoniane o studiare il problema con il formalismo dei bosoni
ausiliari[19]. Qui presentero in sintesi un approccio piu semplice
sviluppato in Refs.[20, 21] e applicato all’Hamiltoniana (8) in Refs.
[11, 10]. La funzione di partizione esatta del problema & data da:

Z = Tr;Trye PH, (17)

dove Try (T'ry) € la traccia fatta sugli orbitali f (stati di banda)
non interagenti, 8 = 1/kpT e H I’Hamiltoniana (8)). Z puo essere
espressa anche come un integrale di cammino

-Bz
/ e T TryR(2) (18)

dove C' e un contorno del piano complesso, orientato in senso an-
tiorario, e che include tutte le singolarita del risolvente, 'operatore

o0

Rz)=(z—H)" = (2~ Hy)™! Z[Hmix(z — Ho)™'™, (19)

n

dove Hy = Hy+ Hy e H = Ho + Hpi,. La traccia dell’operatore
risolvente e data da ‘

1
Tr;TryR(z) = Tr; Y (N |Nb), (20)
5 z—H
b
dove |Ny) gli autostati di Hy con energia Ey,. Dopo avere cambiato
variabile z = 2’ + Ej,, e richiamato z’ = z per ogni termine nella
traccia, € possibile scrivere che

A dz

VA
1= Zb c 2m

—TryRy(z)e™" (21)
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dove Z; e la funzione di partizione della banda non intergente, e

e~ BEN, 1

Ny

Introduciamo ora 1 propagatori di stato occupato (G, (2)) e di stato

vuoto (Go(z))
Ga(z) = (a|Ry(2)la) = (z — Ea)™

e_’@ENb oo
3 Nl S B+ i, = Ho) T e,
b n

(23)

essendo |e) gli stati di impurezza vuota (|0)) e di impurezza occu-
pata (Im)). L'operatore R;(z) puo essere scritto in forma diagonale
in funzione di G,(2) e Go(z), o delle corrispondenti autoenergie

(Zm(2), Zo(2)):

Ry(z) = Go(2)|0)(0] + Y- Gm(2)|m)|(ml, (24)
Gg,m(z) = m (25)

Le osservabili fisiche sono quindi dapprima mediate sugli stati di
conduzione e poi espresse in funzione di quantita non misurabili:
Yoy Xm, Go € Gy, 0 anche pg € pr,, le funzioni spettrali, definite
come

1
PO,m(Z) = _;ImGO,m(z)‘ (26)

Yo e ¥, vengono poi calcolate in ordini di 1/N. Notiamo che,
seguendo questa procedura, le configurazioni di stato vuoto (4f°)
e di stato occupato (4f') sono trattate separatamente.

Ad O(1) le espressioni per Yg,Y,, sono quelle rappresentate
diagrammaticamente in Fig.3. Ad esempio, l’autoenergia di stato
vuoto Z(()l)(z) = NY. |Vil*fe/(z — €/ + €). La funzione di parti-

zione invece si puo scrivere come

dz 6_[,2[1 — 85M(2)/82
z - Egl)(z)

20 = New# 4 [ (27)

2
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D P

(a) (b)

Fig. 3: Rappresentazione diagrammatica di £ (2) (a) e di TU)(2)
(b). I pallini rappresentano i vertici. Le linee continue (spezzate
{(a) o ondulate (b)) sono linee di conduzione (f) alle quali sono as-
segnati i numeri quantici km (m). La quantita di moto si conserva
ad ogni vertice. Alle curve continue ascendent: (discendenti) si as-
segna il fattore 1 — fim (fim), dove fim € la distribuzione di Fermi.
Tracciata una perpendicolare ad ogni linea di configurazione locale,
le si assegna il fattore (z — E,)~'. E, é la somma delle ener-
gie delle linee ascendenti incontrate dalla perpendicolare meno la
somma delle energie di quelle discendenti. Il prodotio dei fattori
introdotti si moltiplica per (Vim)**(—1)°, dove 2n é il numero dei
vertici e ¢ € quello delle linee di conduzione che si incrociano tra
loro. Si somma infine su tutte le variabili internef10, 11].
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1 contributo dominante a Z}l) per ' — 0 viene dal polo a w ~

€f — To(l), la soluzione piu negativa dell’equazione:

w — Rex{P(w) = 0. (28)
Per una densita di stati piatta, To(l) ~ Ty, con —T4 = —De™ /NI
dove D & la semilarghezza di banda. Questo polo non esiste in
assenza di ibridazione ed e una diretta manifestazione dell’effetto
Kondo: sotto l’energia del mare di Fermi, ad energia €; — T'a, giace

un nuovo stato a molti corpi. La densita spettrale ps}) riflette il
polo della funzione di partizione

PP (w) = 1~ nPM]8(w ~ Ty), (29)

dove ng}) =p/(l+p)ep= NT/rT4. Questa §(w—T4) & appros-
simazione all’ordine pit basso della risonanza Kondo che si misura
negli spettri BIS. Essa rappresenta il processo di aggiungere un
elettrone con energia T4 allo stato fondamentale. Notiamo inol-
tre che T4 € l’approssimazione O(1) della scala caratteristica 7p,
definita (anche ad ordini pilu elevati) come la posizione del picco
quasielastico della densita spettrale pf a T = 0.

In Fig.4 x,.. all'ordine O(1) e all’ordine O(1/N) & confrontata
con il risultato esatto ottenuto tramite il Bethe ansatz: come si
nota ’accordo migliora aumentando ’ordine dello sviluppo ed & gia
molto buono all’ordine O(1/N). L’approssimazione O(1) descrive
gia le caratteristiche fondamentali dell’effetto Kondo: questa e la
ragione del successo della tecnica qui descritta. L’espansione per-
turbativa in 1/N tuttavia non & uniformemente convergente nelle
frequenze, € non porta a funzioni di correlazione regolari. La singo-
larita notata in ps(w) ad O(1) rimane ordine per ordine: una com-
pleta descrizione della fotoemissione f e del trasporto elettronico &
cosi impossibile. Per rimuovere questa singolarita € necessaria una
risommazione ad ordini infiniti in 1/N, autoconsistente dal punto
di vista termodinamico®. Una condizione sufficiente affinché questo

5Con questo si intende dire che le diverse espressioni esatte della funzione di
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Fig. 4: Suscettivita inversa calcolata in funzione diny per N = 6:
O(1) (linea tratteggiata), O(1/N) (linea continua con croci), risul-
tato esatto ottenuto attraverso il Bethe ansatz (linea continua)[22].

accada e che la risommazione (parziale) includa solo classi complete
di diagrammi.

La piu semplice delle espansioni in 1/N termodinamicamente
autoconsistenti € nota con diversi nomi tra i quali quello di non
crossing approzimation (NCA)[21]. Il nome deriva dal fatto che,
nel calcolo di g e X,,, con la NCA si sommano tutti i diagrammi
con linee di conduzione che non si intersecano. I diagrammi di or-
dine O(1) e all’ordine O(1/N) sono tutti di questo tipo. All’ordine
O(1/N?) invece compaiono i primi diagrammi di tipo crossing (vedi
Fig.5). L’errore che si commette nel calcolo della funzione di par-
tizione quindi & di ordine (1/N)?. La NCA & una approssimazione

partizione, che si ottengono integrando le sue derivate termodinamiche (come
ad esempio la magnetizzazione), devono rimanere consistenti tra loro una volta
che si & fatta la risommazione.
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Fig. 5: Primi diagrammi omesst dalla NCA nel calcolo di ¥y: i
diagrammi di tipo crossing che contribuiscono ad O(1/N?) [10, 11].

che equivale a “vestire” le linee f nude in Fig.3. Piu formalmente,
la NCA richiede la soluzione di un sistema di equazioni accoppiate
per Y € L,

Eo(w+20+) = NZ"/IglszGm(w+ck+i0+)) : (30)
k

(w4 10%) = N Vi1 = fe)Golw — & + i0T). (31)
k

Dalla soluzione (numerica) di questo sistema si ottengono i pro-
pagatori di stato vuoto e di stato occupato e le associate densita
spettrali. Da queste ultime si ottengono poi Zy, ps(w) e os{w)

2= [ deeUpo() + T o)), (32)
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pr(w) = /L(l +e7) / - dee™[po(e)pm (e + W), (33)

rJf —oo
Nps 1 preo
o) =~ [ dee P pn(lpm(c+w) = pnle = w)]. (34)

In Fig.6 sono rappresentate p; e o; per una scelta di parametri
nel regime I{ondo. La temperatura T' del sistema ¢ stata scelta in
modo che T' <« T.

La funzione p;(w) € una convoluzione delle funzioni di distribu-
zione di stato occupato e di stato vuoto ed ha una struttura a due
picchi: ha una larga risonanza ad energia negativa (attorno a ey)
e una risonanza stretta ad energia positiva dell’ordine di kgTp. 1
picco ad energia negativa corrisponde alla rimozione di un elettrone
dal livello f (4f! — 4f°). La sua ampiezza finita ha origine dalla
vita media finita della configurazione 4 f°. 1l picco ad energia kpTp
corrisponde invece all’aggiunta di un elettrone f (4% — 4f1) ed &
un puro effetto a molti corpi che non ha interpretazioni basate su un
sistema non interagente: si tratta della risonanza di Kondo. Questi
picchi non sono 1 soli ad essere osservati se U & finito. Altri picchi
compaiono in ps(w) ad energia €; + U, €; + 2U, e cosi via: essi cor-
rispondono all’aggiunta di un elettrone al sistema quando il livello
f € gia occupato da uno, due, ecc. elettroni: nel limite U — oo la
doppia occupazione & proibita e questi picchi vengono spostati ad
energia infinita e quindi rimossi dal calcolo. Per U grande ma finito
"unico picco rilevante tra quelli trascurati nel limite di correlazione
infinita, € quello ad energia e¢; + U, che corrisponde alla transizione
4f1 5 412, -

La funzione o, e dispari in w e mostra due risonanze, collocate
a +To/4 per N = 6°. o, & legata alla parte immaginaria (assor-
bitiva) della suscettivita magnetica dinamica attraverso il teorema
di fluttuazione dissipazione (vedi Tab.1). Le risonanze di oy ca-
dono in regioni di energia in cui il sistema ha un’alta probabilita
di guadagnare o perdere energia T nell’interazione con un campo
magnetico dipendente dal tempo (come si ha in un esperimento di

®La posizione esatta delle risonanze in ¢; dipende da N.
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Fig. 6: ps(w) (a) € o5(w) (b) nel regime Kondo e nel limite T <«
To. In Fig.6a, il picco ad energia negativa misura la probabilita di
eccitare una transizione f1 — f°, mentre il picco quasielastico ad
energia positiva misura la probabilita di eccitare la transizione f® —
fL. La posizione del picco quasielastico a T = 0 ¢, per definizione,
la scala caratteristica To[10, 11].
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scattering di neutroni) e indicano l’esistenza di transizioni magne-
tiche tra lo stato fondamentale di singoletto e i livelli magnetici
eccitati a bassa energia.

Sia py che oy sono fortemente dipendenti dalla temperatura.
Le risonanze diminuiscono in altezza e si allargano aumentando
la temperatura. In particolare, la risonanza ad energia kg7y in
ps(w) scompare del tutto per T' ~ 1075,. Sottolineiamo che questa
risonanza non si puo spiegare in nessun modo con modelli ad un
solo corpo.

I risultati visti fino ad ora sono stati ottenuti con un unica scelta
della scala caratteristica. In effetti si puo dimostrare che, in tutto il
regime Kondo non € necessario ripetere il calcolo per scelte diverse.
Sia oy che p; obbediscono infatti a leggi di scaling che le rendono
universali in questo regime:

FUf(UJ,T) = &f(tba T)a (35)

Fp;(w,T) = laf([')’T)’ (36)
dove & = w/Ty, T = T/Ty. Le leggi di scaling dipendono fortemente
dalla degenerazione del livello f, N, ma debolmente da n, e sono
valide per 0.7 < ny < 1 (regime Kondo). Ci si aspetta quindi che
le quantita ottenute da p; e oy abbiano proprieta di universalita
analoghe nel regime Kondo. Questo in effetti e stato verificato
per la valenza ny, la suscettivita magnetica, la resistivita, il potere
termoelettrico e la conduttivita termica. Deviazioni dalle leggi di
scaling si osservano solo per 1" > Tp o al di fuori del regime Kondo
(ny < 0.7)[11].

L’inclusione nel modello di Anderson degenere della struttura
fine del livello di impurezza, fin tanto che si considera il limite
U — oo, comporta soltanto la generalizzazione dell’Hamiltoniana

di impurezza H; a
Hf = foaﬁfmaa (37)

am
dove « indica i diversi multipletto spin orbita e/o di campo cri-
stallino. Questa generalizzazione porta cambiamenti minimi nel
metodo esposto: invece di un solo multipletto con degenerazione N
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si hanno piu multipletti distinti, ognuno con la sua degenerazione,
per ognuno dei quali si definisce un propagatore e una autoenergia.
Le equazioni integrali che si ottengono sono del tutto analoghe a
quelle viste per ’'Hamiltoniana di Anderson degenere.

5 Confronto con risultati esatti

E fondamentale confrontare i risultati dell’approssimazione NCA
con quelli ottenuti (quando esistono) attraverso i metodi esatti. In
Fig.7 mostro il confronto con il Bethe ansatz per la suscettivita e
il calore specifico rispettivamente nel caso in cui N = 6 (a) e nel
caso in cui N = 4 (b)[23, 11]. La scala & logaritmica sulle ascisse, il
che consente di esplorare diversi ordini di grandezza per il rapporto
T /Tk. Come si vede, I'accordo € eccellente e migliora aumentando
N(23, 11]. In Fig.8 si mostra il confronto tra la NCA e il gruppo
di rinormalizzazione per N = 2[24]: sorprendentemente, ’accordo &
molto buono anche in questo caso. Il successo della NCA per piccoli
N ha implicazioni molto nportanti: quando la degenerazione dei
livelli di impurezza € risolta (almeno in parte) da un forte campo
cristallino oppure da un campo magnetico, N non & piu grande e
1/N non & piu, in linea di principio, un buon parametro di sviluppo.
Nonostante questo, sulla base dei risultati ottenuti per N = 2, ci si
aspetta che la NCA sia ancora valida.

A bassissima energia o temperatura (nell’estremo regime liquido
di Fermi), tuttavia, la NCA da risultati scorretti. Questa tecnica
infatti rispetta con buona approssimazione le relazioni di liquido
di Fermi per il modello di Anderson a temperatura finita, ma non
a T = 0K. I risultati spuri a T = 0 sono dovuti al fatto che la
NCA tratta in modo inadeguato 1 processi a bassa energia che coin-
volgono pil coppie elettrone-buca. Questo problema non emerge a
temperatura finita, infatti a 7 > 0 i contributi di questi processi
sono velocemente sopressi nella media termica. Il comportamento
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Fig. 7: Confronto tra i risultat: ottenuti attraverso la NCA e attra-
verso il Bethe ansatz per N=4 (a) e N=6 (b): suscettivita magnetica
e calore specifico[23, 11].
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Fig. 8: Confronto tra i risultati delle NCA e del gruppo di ri-
normalizzazione per N=2: suscettivitd. I pallini neri rappresentano
la suscettivita per il modello di Kondo, calcolata con il gruppo di

rinormalizzazionef{]; la linea continua é il risultato della la NCA
per il modello di Anderson con N = 2[24].

anomalo ¢ limitato a temperature e frequenze dell’ordine di

hw*, kgT™ ~

(N+1)/(N-1)
kol (o) (O

N4+1I\T

T* e molto piccola se paragonata a Tp. In Fig.9 e riportato I'an-
damento di Im(ximp(w)/w) in funzione di w a varie temperature.
Osserviamo la curva corrispondente a T' = 0: Im(Ximp(w)/w)|w=0
non ha il valore atteso nel regime liquido di Fermi (croce) e manife-

sta un comportamento anomalo che scompare solo quando T > T*
o hw > kgT* 7

"Notiamo tuttavia che il valore atteso per Im(ximp(w)/w) a w = 0 (croce)
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Fig. 9: Im(ximp(w)/w) a varie temperature. La curva per T = 0
non assume i valore atteso a w = 0 (croce) e manifesta un com-
portamento anomalo che scompare per T > T* o hw > kgT™.

A =T =30 K[25P.

6 Confronto con risultati sperimentali

Il composto cubico (La,Ce)Bs € stato studiato a fondo dal punto
di vista sperimentale[26, 27, 28]. Si ritiene che le interazioni tra
le impurezze si possaro trascurare per concentrazioni di Ce al di
sotto del 2%. Questa lega manifesta tutte le anomalie dei sistemi
Kondo diluiti e ha una scala caratteristica 7o ~ 1K. Ty € piccola,
e quindi, attorno a Ty, i contributi fononici al calore specifico e alle
proprieta di trasporto sono pure piccoli : gli effetti di impurezza
possono essere facilmente isolati sottraendo il fondo (ottenuto con

¢ proprio quello che si ottiene estrapolando dalla curva Im(ximp(w)/w) ot-
tenuta nell’intervallo in cui la NCA da risultati corretti, hw > kpT™ (linea
tratteggiata).
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Fig. 10: Suscettivita magnetica[27], calore specifico[28], resisti-
vita[26] e potere termoelettrico[28] in (La,Ce)Bg. La linea conti-
nua ¢é la curva teoricafl10, 11] (NCA, N={) e i pallini vuoti sono i
punti sperimentals.
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misure su LaBg puro). Inoltre questa lega non mostra transizioni
superconduttive almeno fino a ~ 1 mK: e possibile dunque fare
misure su un campione nello stato normale in un largo intervallo di
temperature. Tra le proprieta del campione che sono state misurate
troviamo la resistivita[26], la suscettivita[27], il calore specifico[28],
e il potere termoelettrico[28].

Come abbiamo visto, lo stato fondamentale dello ione Ce3* & il
J =5/2 (N=6). Il campo cristallino abbassa la degenerazione dello
stato fondamentale da N=6 a N=4 (lo stato fondamentale & infatti il
quartetto I's). Sia attraverso lo scattering elastico di neutroni che
attraverso misure Raman e stato osservato uno splitting I's — [';
dell’ordine di di 600 K[29]. E stato anche osservato che il I's si apre
in due doppietti: la separazione tra questi tuttavia, nel sistema
diluito, & inferiore a T, e quindi lo stato fondamentale puo essere
considerato un quartetto a tutti gli effetti. Assunto N = 4, Bickers.
et al[10] hanno calcolato x(T),C(T),p(T) e S(T) per mezzo della
NCA e hanno confrontato esperimenti e teoria lasciando libero un
solo parametro, Tp. Questo confronto (Fig.10) e un test piuttosto
stringente della teoria. Le curve sperimentali in Fig.10 mostrano
solo 1 contributi di impurezza ad ogni proprieta. L’accordo tra
teoria ed esperimenti e ragionevole per tutte e quattro le propricta.

Una grandezza piuttosto studiata con la NCA e la suscettivita
dinamica. In Fig.11 mostriamo quella del sistema denso CePd;
misurata per 7' = 5K e T' = 280 K[30]. Lo spettro e confrontato
sia con 1 risultati della NCA che con una forma di riga Lorenziana.
La forma di riga che si usa abitualmente per il fitting degli spettri
quasielastici ¢ infatti una Lorentziana centrata in w = 0

wlo(T)
Im x (T) = —=7"= 39
dove T'g(T') € la larghezza di riga e coincide con la distanza dall’o-
rigine del massimo della Lorenziana. Questa forma di riga descrive
bene lo spettro di un sistema Kondo solo ad alta temperatura.
Come si osserva in Fig.1l, infatti, lo spettro sperimentale a 5 K
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Fig. 11: La suscettivita dinamica in CePd3. Linee continue: ri-
sultati della NCA. Linea tratteggiata: forma di riga Lorentzianaf10,
11]. Cerchi pieni: punti sperimentali a T=5 K. Cerchi vuoti: punti
sperimentali a 280 K [30].

devia dalla Lorentziana ed € invece ragionevolmente descritto dai
risultati ottenuti con la NCA a bassa temperatura.

La NCA da inoltre una descrizione qualitativa dell’andamento
della larghezza di riga quasielastica, ['ygy, definita operativamente
come la distanza dall’origine del picco in of(w) = 7~! Im x(w), in
funzione della temperatura. In genere I'ygy viene studiata speri-
mentalmente nell’intervallo che va da 4 a 300 K. I sistemi in cui
la larghezza di riga cresce con la temperatura in questo intervallo
(spesso all’incirca come /T') hanno un comportamento detto di “re-
ticolo di Kondo”. La scala caratteristica (ottenuta dalle misure di
calore specifico) e tipicamente dell’ordine di 10—20 K. Al contrario
i sistemi con una larghezza di riga indipendente da T sono sistemt
a “valenza mista”; la scala caratteristica & dell’ordine di 100 K. In
Fig.12a si mostrano i risultati della NCA per la larghezza di riga:
entrambi i regimi sono possibili per lo stesso sistema, in diverse re-
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Fig. 12: (a) Andamento della larghezza di riga in funzione della
temperatura in base ai risultati della NCA[11]. (b) Andamento della
larghezza di riga in YoCuAl in funzione della temperatura in base
a misure NMR/[31] ¢ di scattering neutronico[32].
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gioni di temperatura. In YbCuAl (Fig.12b) si osserva che, in effetti,
la larghezza di riga sperimentale &€ una funzione non monotona della
temperatura, che assomiglia a I'o(7") della figural2a.

Questi risultati suggeriscono che la descrizione a ione singolo &
sufficiente per descrivere molti aspetti di alcuni sistemi densi.

7 Conclusioni

In questo articolo ho descritto una tecnica, la Non Crossing Ap-
prozimation (NCA), che consente di calcolare le proprieta statiche,
dinamiche e di trasporto dei sistemi Kondo diluiti. Non esistono
tecniche esatte alle quali siano accessibili le proprieta dinamiche
e/o di trasporto di questi sistemi. Per quanto riguarda le proprieta
statiche, I’accordo tra i risultati ottenuti con la NCA e quell ot-
tenuti con le tecniche esatte € eccellente per N > 4 (ad eccezione
che nell’estremo regime liquido di Fermi (T' < T* « Tp)). Sor-
prendentemente, infine, 1’accordo & buono anche per N =28, La
NCA inoltre € in grado di descrivere anche molte proprieta di si-
stemi Kondo concentrati, come la suscettivita dinamica di CePd3
o la larghezza di riga di YbCuAl.

Infine, la NCA € una tecnica che consente di studiare modelli
realistici. I primi modelli utilizzati per lo studio delle leghe diluite
(modello di Kondo e modello di Anderson) per semplicita non in-
cludevano i multipletti spin-orbita eccitati o gli effetti di campo
cristallino. Un modello piu realistico e tuttavia anche pin ricco di
parametri. Alcuni di questi parametri (come gli splitting di campo
cristallino) sono determinati direttamente da misure di scattering
neutronico; alcuni vengono riassorbiti come rinormalizzazione di al-
tri parametri; altri devono essere determinati dal fitting di risultati
sperimentali (calore specifico, suscettivita,..) in funzione della tem-
peratura. Ovviamente pit sono i parametri liberi e meno ¢ facile
mettere alla prova la validita della teoria. La situazione sarebbe
molto diversa se fosse possibile calcolare i parametri del modello da

8Per N = 2 1a NCA da risultati corretti fino a 7' ~ 0.17; [11).
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principi primi. Questo obiettivo per lungo tempo € apparso come
un traguardo irraggiungibile: le soluzioni esatte infatti, da un lato
non sono facilmente estendibili a modelli piu sofisticati del modello
di Kondo o di quello di Anderson, e dall’altro pongono degli stretti
vincoli sulla forma della legge di dispersione delle bande. La NCA
invece permette di trattare modelli pili realistici con facilita e anche
di includere leggi di dispersione realistiche per le bande di energia:
pud dunque essere combinata con calcoli da principi primi[13]. Lo
sviluppo di una tecnica flessibile come la Non Crossing Approxi-
mation costituisce quindi un passo avanti fondamentale verso lo
sviluppo di una descrizione da principi primi dei sistemi Kondo.
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Introduzione

Esistono tre formulazioni della meccanica quantistica: la meccanica
delle matrici di Heisenberg (1925)[1], la meccanica ondulatoria di
Schrodinger (1926)[2] e, molto piu tardiva, la formulazione basata
sui cammini di Feynman (1948)[3]. Quest'ultimo approccio nasce
da un'idea coltivata da Feynman durante gli anni Quaranta, allo
sviluppo della quale egli perviene anche grazie alla conoscenza dei
lavori di Dirac[4,5], il quale ¢ stato probabilmente I'unico ispiratore
della scoperta dell'americano; tuttavia esiste un precursore delia
teoria dei cammini in Gregor Wentzel, fisico tedesco il cui nome &
soprattutto associato alla cosiddetta approssimazione di Wentzel-
Brillouin-Kramers[6]. Nel 1924, Wentzel scrive due articoli[7,8] in
cui il formalismo matematico e parte dell'interpretazione fisica dei
cammini di Feynman vengono anticipati in maniera sorprendente.
Sfortunatamente l'idea ¢ applicata in maniera poco perspicua all'ot-
tica quantistica, senza possibilita di raggiungere buoni risultati: per
questo motivo l'intuizione di Wentzel & accantonata rapidamente sia
dalla comunita scientifica che dallo stesso autore, ansioso di occu-
parsi delle importanti scoperte di Heisenberg e, soprattutto, Schro-
dinger. Si tratta perd di un'idea assai feconda, destinata a dare i suoi
frutti dopo piu di vent'anni grazie al lavoro di Feynman.

Solo recentemente I'importanza degli articoli di Wentzel ¢
stata riconosciuta da Antoci e Liebscher[9]; il titolo del loro arti-
colo &, significativamente: "La terza via alla meccanica quantistica
¢ la prima, dimenticata".

1 I cammini di Feynman

Non intendiamo trattare in maniera estesa l'argomento dei cammini
di Feynman: la letteratura a riguardo ¢ assai vasta e il lettore pud
trovare altrove la possibilita di approfondire il soggetto[10,11]. E
perd importante richiamare i due postulati su cui si fonda la formu-
lazione di Feynman della meccanica quantistica.
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Il primo postulato riguarda la cosiddetta fase di Feynman.
Supponiamo che un sistema fisico compia il tragitto dal punto a al
punto b nello spazio delle configurazioni esteso (q;t). Ad ogni par-
ticolare cammino (virtuale) C, che collega a con b si attribuisce
una fase @(Ca) nel seguente modo:

2 .
<p(c,,,,)=—h’5 j L(g, (1), 4,(t), Dt (1

ah

Nell'equazione (1) L=T-V ¢ la Lagrangiana del sistema ed h ¢ la
costante di Planck. Le funzioni ¢;(f) individuano parametricamente
il cammino C,, € non sono soluzioni delle equazioni classiche del
moto. Qualora il cammino fosse proprio quello classico, caratteriz-
zato dalle equazioni di Hamilton, l'integrale di L sarebbe una fun-
zione ben nota in meccanica analitica: la funzione principale di
Hamilton, indicata solitamente con la lettera S; osserviamo tuttavia
che considerazioni matematiche sulla natura dei cammini escludono
il cammino classico da quelli che effettivamente devono essere
presi in considerazione[11].

11 secondo postulato ¢ il principio di sovrapposizione. Ad
ogni cammino C, si associa il numero complesso exp(i@(Cap));
I'ampiezza di probabilitd quantistica @,_,; che il sistema vada dal
punto a al punto b, nello spazio delle configurazioni esteso, & pro-
porzionale alla sovrapposizione dei numeri complessi associati ad
ogni particolare cammino collegante i due punti. Con la parola
"sovrapposizione" intendiamo una somma da eseguirsi nello spazio
dei cammini, concetto matematico assai delicato[12] che prende il
nome di integrale di Feynman. Evidenziamo il fatto che la fase ¢ ¢ -
un funzionale dell'insieme di funzioni g;(f), che indichiamo global-
mente con g(#). L'ampiezza ottenuta dalla sovrapposizione sara da
noi espressa in forma di integrale funzionale come segue:

®,., = F| Dgyexpliola() )
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La costante reale F sara determinata dalle condizioni di normaliz-
zazione. La probabilita di transizione W,_,, ¢ data infine dal qua-
drato del modulo di @,_,;.

La formulazione di Feynman della meccanica quantistica &
equivalente a quelle di Heisenberg e Schrédinger quando il poten-
ziale V ha una forma opportuna[12]; tra i pregi di questo formali-
smo, segnaliamo la naturalezza con cui scaturisce il limite classico
della meccanica quantistica[3,10).

2 11 contesto

Nel 1924, I'anno che ci interessa, non esiste ancora nessuna delle tre
formulazioni odierne della meccanica quantistica. La teoria quan-
tistica nella sua forma pid evoluta € ancora espressa dalla regola di
Bohr-Sommerfeld nella versione canonicamente invariante di Ein-
stein[13], secondo la quale risulta quantizzata la quantita (pari a
nh):

Asj‘zpidqi )

L'integrale va esteso separatamente a ciascuna delle curve chiuse
topologicamente inequivalenti nello "spazio delle coordinate razio-
nale" definito da Einstein[14].

Un problema particolarmente avvertito dai fisici € il duali-
smo della Juce: essa infatti si comporta come un insieme di quanti
d'energia e impulso nei processi di emissione e assorbimento, men-
tre nella sua propagazione manifesta comportamenti tipicamente
ondulatori; sarebbe desiderabile, invece, sviluppare un modello
unico che descriva congiuntamente gli aspetti corpuscolari e ondu-
latori dei processi radiativi. Alcuni fisici teorici si cimentano nel
tentativo[15-17]; i lavori di Wentzel del 1924 nascono anch'essi
nell'ambito di questa problematica.

Nella comunita scientifica (e in particolare nell'ambiente di
Monaco, dove opera Wentzel) ha destato inoltre un grande interesse
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l'idea di de Broglie di associare caratteristiche ondulatorie all'elet-
trone in generale; e in particolare nei suoi stati stazionari[18]. La
possibilita di descrivere la materia associando un'onda al sistema
meccanico comincia ad -essere presa in considerazione, finché nel
1926 Schrodinger[2] giungera a scrivere un'equazione di propaga-
zione per tale onda'. Proprieta riferite per il momento all'ottica po-
trebbero essere applicate, in virtli di questa intuizione che risale al-
I'analogia ottico-meccanica contemplata da Hamilton, alla meccani-
ca in generale.

3 -~ "Sull'ottica quantistica"

Il primo dei due articoli che prenderemo in considerazione si intito-
la "Sull'ottica quantistica"[7] e contiene in forma estesa la teoria dei
cammini.

Wentzel intende con l'espressione "stato meccanico" uno
stato del sistema che evolve secondo le equazioni di Hamilton,
muovendosi lungo un cosiddetto cammino meccanico nello spazio
delle fasi. Se perd gli atomi che compongono il sistema materiale
interagiscono con la radiazione, esso & evidentemente disturbato e
pud evolvere in maniera non meccanica, ovvero non Hamiltoniana;
1 cammini possibili nello spazio delle fasi sono in tal caso non mec-
canici. Per dare una misura invariante di quanto l'evoluzione del
sistema si discosta dalle equazioni di Hamilton, Wentzel introduce
la seguente grandezza:

b N ;
J 2 g, dp; 4)
a k=1
dove N ¢ il numero-di gradi di liberta del sistema materiale, g, sono
le coordinate canoniche e p;, sono i momenti ad esse coniugati (se-

! Rispondendo tra. I'altro alle sollecitazioni insistenti di Debye, che sottolinea come
non sia possibile parlare di un'onda.senza esibire l'equazione differenziale che essa
soddisfa.

95



guiamo, per comodita del lettore, una notazione diversa rispetto al-
l'articolo originale); introduciamo inoltre i punti estremi a e b del
cammino nello spazio delle fasi.

Eseguendo l'integrazione per parti della (4) otteniamo:
b N N b
IZdepk = Z P4k
a k=

1 k=1

b N
_Izpkqu 5)

a k=1
L'equazione (5) risulta moito utile per il confronto tra il formalismo
di Wentzel ¢ quello di Feynman. Il primo termine a secondo mem-
bro ¢ la variazione della funzione Xpyqgy nello spazio delle fasi e,
contrariamente agli integrali a cui si accompagna, dipende solo dai
punti estremi in cui la funzione ¢ valutata e non dal particolare
cammino considerato.

Chiamiamo fase di Wentzel n°l (in quanto introdotta dal fi-
sico tedesco nel primo dei due articoli) la quantita (4) divisa per la
costante di Planck:

14d

Pw :;IZdePk (6)
a k=1

In virtl della (5) e introducendo la Lagrangiana e I'Hamiltoniana, la
fase di Wentzel pud essere scomposta in tre contributi:

b
a

] N b b
Ow =Y peas| | Lt~ [ Har M
k=1 a a

Il primo contributo & indipendente dal cammino e come tale inin-
fluente nella sovrapposizione delle fasi di cui parleremo tra poco. 1l
secondo contributo, a meno del segno, coincide con la fase di Feyn-
man. Il terzo contributo, infine, dipende dal cammino: infatti, se
pure ci restringessimo a sistemi in cui H fosse costante lungo il
cammino classico, cid non sarebbe comunque vero lungo il generico
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cammino virtuale rispetto a cui avvengono le integrazioni contenute
nella (7). Per questo motivo la fase di Wentzel del primo articolo
non € equivalente, ma solo simile a quella di Feynman.

Successivamente Wentzel espone la sua versione del princi-
pio di sovrapposizione. Consideriamo un quanto di luce che intera-
gisce col sistema meccanico, descritto dalle coordinate g, € dai
momenti p; di cui ci siamo finora occupati. Il fotone sia emesso
quando il sistema meccanico si trova nel punto a dello spazio delle
fasi, e assorbito nel punto b. Wentzel identifica ogni cammino s del
quahto di luce con un cammino C,;, del sistema materiale e ricerca
un'espressione per la probabilita che il fotone, emesso quando il si-
stema € in a, venga assorbito quando il sistema & in b. Tale proba-
bilita & proporzionale a un coefficiente J cosi etrutturato

j=E ®)
|F|
Ove si pone:
F,=) f. )
F=Yf, exp(2rig,) (10)

essendo f; 1] vettore (reale) del campo elettrico associato al cam-
mino s del fotone (in ossequio al principio di corrispondenza) e ¢
la fase di Wentzel associata al cammino C,, del sistema materiale,
ctoe¢ al cammino s-esimo del fotone. Naturalmente quella che Went-
zel indica come una semplice sommatoria sull'indice s ¢ in realta
una somma da eseguirsi nello spazio funzionale dei cammini, che,
come abbiamo detto in precedenza, ¢ un concetto ben piu comples-
$0; necessitano precisazioni matematiche che il fisico tedesco non
fornisce e che lo stesso Feynman, nel 1948, presentera in modo da
lui stesso definito, per il momento, "inadeguato"[3].
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Possiamo comunque constatare come in questo approccio di
Wentzel siano presenti l'idea di una somma sui cammini non mec-
canici (oggi si direbbe virtuali), I'interpretazione probabilistica dei
fenomeni ottici, la definizione della probabilita come modulo qua-
drato di una somma di ampiezze complesse. Inopportuna appare
oggi l'impostazione teorica che assegna al campo elettromagnetico
la determinazione delle ampiezze vettoriali f;, mentre delega ai soli
gradi di liberta della materia la determinazione delle fasi ¢;. Inte-
ressante, infine, ¢ la seguente osservazione di Wentzel riguardo al-
I'equazione (8), che ha la stessa numerazione anche nel suo articolo:
"La coincidenza formale del numeratore con il quadrato delle am-
piezze delle onde sovrapposte assicura alla prescrizione (8) una
validita senza eccezioni per quanto riguarda la descrizione di un
qualsiasi fenomeno di interferenza”. Non viene esclusa, pertanto, la
possibilita di applicare il metodo dei cammini fuori dal contesto
dell'ottica; e quella che Feynman costruird pit di vent'anni dopo
rappresenta, tra le altre cose, una teoria dei cammini per 1"'inter-
ferenza" dei sistemi meccanici.

4  "La teoria quantistica dello spettro di
frenamento Rontgen"

Sempre nel 1924, Wentzel produce un secondo articolo in cui la
teoria dei cammini viene applicata allo studio dello spettro continuo
di frenamento Rontgen[8]; in un'appendice, il formalismo del primo
articolo viene riproposto utilizzando le variabili azione-angolo[19]
e introducendo un'importante modifica rispetto all'equazione (4):
ora Wentzel ambienta l'integrazione nello spazio delle fasi esteso,
vale a dire in uno spazio a N+/ gradi di liberta in cui gy.+;=tf €
pn+1=-H. Pertanto la deviazione dalla meccanica Hamiltoniana vie-
ne misurata dalla grandezza:

b N+1

_[ZdePk —JZdePk fth (11)

w k=1
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L'integrazione per parti del secondo membro della (11) fornisce:

b N+i b

boTh N
_[Eqkdpk —[zpqu Ht} JZpkqu JHdt (12)

o k=1 k=1 u

Ancora una volta compare l'incremento di una funzione nello spazio
delle fasi, quantita che non dipende dal cammino considerato.
Supponiamo che H non dipenda esplicitamente dal tempo.
L'equazione (12) assume una forma particolarmente elegante se si
sceglie come sistema di coordinate canoniche uno in cui i momenti
pi risultino essere costanti lungo il cammino meccanico (che sara
da noi individuato attribuendo il suffisso "mecc” al segno di inte-
grale). La trasformazione canonica, nota a Wentzel, che realizza il
cambiamento di coordinate desiderato, & quella di Delaunay[20].
Sfruttando l'invarianza canonica del primo membro della (12) e in-
dicando con gli stessi simboli (gx,pr) le nuove variabili, possiamo
scrivere, utilizzando anche la definizione della Lagrangiana:

b N+t

Jqudpk—JMt—JMt—S(b a) - dez (13)
u k=1

Nel passaggio intermedio della (13) compare la differenza tra l'inte-
grale della Lagrangiana eseguito lungo il cammino meccanico e
quello generico: l'interpretazione della quantita (11) come "devia-
zione dalla meccanica” risulta cosi giustificata in modo particolar-
mente chiaro. Nell'ultimo passaggio ¢ stata introdotta la funzione
principale di Hamilton §, di cui abbiamo parlato nel primo paragra-
fo, valutata net due estremi a e b.

La fase di Wentzel n° 2 ¢ definita a partire dalla (11) in
modo analogo alla fase del primo articolo, ma con differenti (ed
importanti) sfumature:
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b Nt
2

(sz“TnJEdePk (14)

a k=l

Utilizzando la (13) distinguiamo due contributi alla fase di Went-
zel:

b
0w =2| ~S(b,a)+ [ Lar (15)

Il primo contributo non dipende dal cammino ed & pertanto inin-
fluente nella sovrapposizione delle fasi; il secondo contributo € ora
precisamente uguale alla fase di Feynman! Ne concludiamo che
nell'articolo [8] la fase di Wentzel & matematicamente equivalente a
quella che verra proposta pii di vent'anni dopo da Feynman.

S  L'impatto

I lavori di Wentzel del 1924 non incontrano una risposta favorevole
da parte dei colleghi. I contemporanei considerano V'approccio di
Wentzel solo come uno dei numerosi tentativi di arrivare a una vera
teoria dell'ottica quantistica, che ¢ ancora lontana. Nel 1926 nessu-
no immagina di applicare il concetto dei cammini e il principio di
sovrapposizione alla meccanica ondulatoria di Schrédinger. Nel
1948 nessuno, nemmeno lo stesso Wentzel, ricorda che la teoria di
Feynman ha un precedente, seppure rudimentale, in quegli articoli,
subito dimenticati, del fisico tedesco.

Il primo a citare l'articolo "Sull'ottica quantistica” ¢ Herz-
feld, amico di Wentzel e autore di un lavoro sulla dispersione pres-
soché contemporaneo[16]. Herzfeld vede nella teoria di Wentzel
una versione quantistica del principio (di sovrapposizione) di Huy-
gens. Kramers e Heisenberg[21] pubblicano nel 1925 un lavoro, an-
ch'esso sulla dispersione, assai lungo e complesso. In una nota a pié¢
pagina liquidano l'approccio dei cammini come inadeguato, poiché i
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dati sperimentali sono meglio riproducibili da formule classiche che
dalle formule proposte da Wentzel. Tale critica ha l'effetto di un
giudizio definitivo, accettato dalla comunita scientifica e dallo stes-
so Gregor Wentzel. Landé[22] espone nel 1925 un'obiezione di fon-
do, basata sul principio di causalita, contro i cammini di Wentzel: si
tratta di un ragionamento simile a quello che oggi conosciamo come
"esperimento delle due fenditure". E un paradosso che pud essere
risolto riconoscendo la natura virtuale dei cammini, quindi l'inap-
plicabilita di argomenti fondati sul principio di causalita, che altri-
menti invaliderebbero anche il metodo di Feynman®.

Altri autori[23-25] citano Wentzel in maniera marginale e
accomunano i suoi lavori ad altri articoli dai contenuti pid specia-
listici, dimostrando cosi di non averne inteso la portata fondamen-
tale. Del resto, come accennato nell'introduzione, anche Wentzel
abbandona da subito l'idea dei cammini e si concentra sulle sco-
perte, di impatto ben maggiore, realizzate dai suoi colleghi Heisen-
berg e Schrodinger. E possibile perd che almeno un fisico, negli
anni Venti, abbia colto le potenzialita dell'idea di Wentzel: stiamo
parlando di P.A.M. Dirac.

6 Wentzel e Dirac

Nel 1933{4] e, piu tardi, nel 1945[5] Dirac, nel tentativo reiterato di
dare una formulazione lagrangiana alla meccanica quantistica, in-
troduce il "corrispondente” quantistico di una trasformazione di
contatto nello spazio delle configurazioni (che pud essere la stessa
evoluzione temporale delle coordinate gr—q,); definiamo una fase
@ associata alla trasformazione nel modo seguente:

I t
0(q,9:) = | Lt (15)
T

2 Un'analoga obiezione basata su argomenti di causalitd, da parte di Bohr, sard indi-
rizzata anche a Feynman,

101



Dirac pone in corrispondenza la grandezza classica exp(i¢(q.qr))
con il propagatore quantistico (q/\qr). Successivamente Feyn-
man[3], assumendo che tali grandezze siano proporzionali € non
semplicemente corrispondenti, riuscira a riformulare la meccanica
quantistica utilizzando i cammini.

Feynman riconosce esplicitamente in Dirac il suo ispiratore,
e indica gli articoli [4,5] come punto di partenza della sua teoria.
Per parte sua, Dirac non cita mai Wentzel, ma sicuramente conosce
i lavori scritti nel 1924 dal fisico tedesco: infatti una lettera di R. H.
Fowler a Bohr, datata 29 Aprile 1925[26], attesta che Dirac in quel
periodo ¢ interessato alla cosiddetta "fase di Wentzel". Fowler in-
fatti parla di una nota scritta da Dirac, sulla fase di Wentzel, e la
allega alla sua lettera perché -suggerisce- potrebbe interessare a
Bohr o a Kramers in vista di un seminario. Egli stesso, accortosi
che Dirac si occupava della questione, lo aveva sollecitato a scri-
vere questa nota e, dopo averla letta, sostiene di avere piu chiaro il
lavoro di Wentzel, del quale prima aveva solamente una vaga idea.
Fowler dice infine a Bohr di non rendergli la nota di Dirac; malgra-
do scrupolose ricerche, essa non € piu stata ritrovata[27].

Esiste invece un'intervista a Dirac effettuata da 7. S. Kuhn
nel 1964[28], in cui il fisico inglese ¢ interrogato proprio sulla "fase
di Wentzel". Dirac suggerisce di rivolgersi a Wentzel per sapere
cosa essa fosse e aggiunge che nel 1925, prima della comparsa del
lavoro di Heisenberg [1], egli si occupava del tentativo di unifica-
zione dei campi gravitazionali ed elettromagnetici compiuto da
Weyl[29] ¢ non della teoria dei quanti’. Gregor Wentzel, intervista-
to poi da Kuhn nello stesso anno{28], non riceve domande sulla
"fase" che interessava a Dirac; peraltro dimostra di attribuire scarso
valore ai lavori del 1924 sull'ottica quantistica, e di prediligere in-
vece articoli successivi € maggiormente noti.

* E interessante osservare, tuttavia, come gia nel 1923 Schrodinger avesse suggerito
un'applicazione della teoria di Weil alle orbite quantiche di elettrone singolo[30].
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Conclusioni

Dal punto di vista storico, non & possibile stabilire se e quanto
Wentzel abbia influenzato Dirac e, in tal modo, contribuito alla na-
scita della formulazione di Feynman della meccanica quantistica.
Dal punto di vista matematico, abbiamo per6 dimostrato la coinci-
denza formale della teoria di Wentzel con quella dei cammini di
Feynman. L'interpretazione fisica presenta, in Wentzel, incon-
gruenze ed ingenuita, ma nel modo di costruire la probabilitd di
transizione come modulo quadrato della somma di ampiezze com-
plesse, ciascuna associata a un cammino non "meccanico”, cio&
virtuale, egli ¢ sorprendentemente vicino alla teoria attuale.

Wentzel dev'essere pertanto considerato un precursore della
“terza via" alla meccanica quantistica, se non uno dei fondatori
della stessa, come invocato da Antoci e Liebscher[9].
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1 Introduzione

L’interesse, sia di carattere fondamentale che applicativo, suscitato
dallo studio e dalla tecnologia delle superfici dei materiali, richiede
la conoscenza estremamente accurata delle loro caratteristiche topo-
logiche. Una delle tecniche che meglio permettono di soddisfare a
questa richiesta e la microscopia a scansione a effetto tunnel (STM)
[1]: si tratta infatti di una tecnica spettroscopica (da quindi infor-
mazioni risolte in energia) che permette di conoscere la topografia
di una superficie, o, piu precisamente, la disposizione degli stati
elettronici superficiali, con risoluzione spaziale anche migliore di 1

A

La STM e stata la prima in ordine cronologico [2] delle tec-
niche microscopiche "stilo”, basate cioe sull’interazione di una pun-
ta metallica acuminata (la risoluzione & proporzionale all’acutezza
della punta) con la superficie in studio. Una differenza di poten-
ziale applicata tra punta e campione, che si trovano a distanza di
pochi angstrom uno dall’altro, permette il passaggio di un numero
apprezzabile di elettroni per effetto tunnel: tale corrente di tunnel-
ing rivela la presenza di stati elettronici vuoti o pieni nella regione
spaziale sottostante la punta, a un’energia determinata dal poten-
ziale utilizzato. Muovendo la punta nel piano x-y (corrispondente
alla superficie del campione), variando la sua distanza dal campione
e la differenza di potenziale applicata, si ottiene la densita locale
degli stati (LDOS) per la superficie studiata.

2 Principi

Si considerino gli elettroni presenti con energia E su due elettro-
di costituiti dello stesso metallo separati dal vuoto. Nell’ipotesi di
barriera unidimensionale rettangolare di ampiezza d, la probabilita
di trasmissione (corrente elettronica di tunneling) I decade espo-
nenzialmente con la larghezza della barriera (cioé con la distanza
tra gli elettrodi) d:

] o g2k (2.1)

dove k% = 2m(Vp — E)/h* e Vp & il potenziale della barriera [3].
Nel caso in cui gli elettroni si trovino al livello di Fermi, (Vg-E) &
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Figura 1: Barriera di poten:ziale tra due elettrodi con applicata
una differenza di potenziale V. I livelli di fermi differiscono
di €V. La freccia indica Uintervallo di energia entro il quale si
ha tunneling. A energie pii alte non ci sono elettroni disponi-
bili per il tunnel, a energie piv basse non ci sono stati vuoti
disponibili.

la funzione lavoro ¢ del metallo. Se e applicata una differenza di
potenziale V attraverso la barriera, solo gli elettroni negli stati posti
entro V sotto il livello di Fermi sul lato negativo possono passare
negli stati vuoti entro V sopra il livello di Fermi sul lato positivo
(Fig. 1). Tipicamente & e dell'ordine dei 4+5¢V, cosicché k ~ 4-1,
e questo significa che la corrente di tunneling varia di circa un or-
dine di grandezza per ogni angstrom di variazione della distanza tra
gli elettrodi. Questa rapida variazione di I con d e importantissima
per il raggiungimento di una elevata sensibilita: la curvatura posse-
duta dalla punta fa si che i pochi atomi all’apice siano piu vicini
al campione rispetto a quelli immediatamente circostanti di circa
1 angstrom, cosicché lo scambio di elettroni in regime di tunneling
avviene quasi esclusivamente attraverso di essi.

Per separazioni punta-campione di qualche angstrom (situazione
tipica), I'accoppiamento tra le funzioni d’onda degli stati di parten-
za e di arrivo e debole e il tunneling puo essere trattato al primo
ordine della teoria delle perturbazioni. Si ottiene per la corrente
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netta di tunnel:

1= 2B fEN-HENI=FEN]} | My ! 6(EAV~E,)
(2.2)

con f(E) funzione di distribuzione di Fermi, V differenza di poten-
ziale applicata e M, elemento di matrice di tunneling fra stati di
punta (v,) e di campione (3, ). I termini in parentesi graffa espri-
mono la probabilita che gli stati di partenza e di arrivo siano rispet-
tivamente occupato e vuoto; la conservazione dell’energia totale e
espressa attraverso la 4 di Dirac.

Facendo le ipotesi di:

- potenziale V piccolo

- f(E,T) ~ f(E,0)

& possibile semplificare ’equazione (2.2) nel modo seguente [4]:

_

by
poiché uno dei due termini fra parentesi graffa e nullo (Ef € il livello
di Fermi nei due materiali, indicato per semplicita allo stesso modo).

Se poi la punta viene considerata come una sorgente (matemati-
camente) puntiforme di corrente, e la sua posizione viene espressa
dalla coordinata r;, dall’equazione (2.3) si ottiene[4]:

1Y [ %fre) [* 6(E, ~ Er) (2.4)

che coincide con p(r¢, EF), densita di carica della superficie del
campione al livello di Fermi Er nella posizione della punta, cioe
con la densita locale degli stati (LDOS) a Er. Queste approssi-
mazioni danno le proprieta della superficie "nuda”, cioe trascuran-
do Vinfluenza della punta. p(r;, Er) misurata viene poi confrontata
con il valore calcolato, ottenuto ad esempio come sovrapposizione di
densita di carica sferiche di tipo atomico. Tale approccio e corretto
e fornisce buoni risultati per i campioni metallici e i semiconduttori
piu semplici, cioé quando 3, e di tipo orbitale s.

Nel caso generale dei semiconduttori, a complicare tutto inter-
viene la forte dipendenza delle immagini dal potenziale applicato.
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In prima approssimazione si puo porre

Ep+V
1)~ [T plre ENE (2.5)

F

anche se tale approccio non tiene conto della dipendenza di p da V.
Soprattutto quando si arrivano a studiare gli intervalli di energia in
vicinanza degli estremi di banda nella zona di Brillouin, si possono
verificare delle discontinuita in p(V): la distribuzione spaziale degli
stati di conduzione (descritta da i.) puo differire da quella degli
stati di valenza (descrntta da v,). Come esempio si puo prendere il
GaAs [5]: per V del campione positivo la corrente entra nella banda
di conduzione BC, se V e negativo la corrente esce dalla banda di
valenza BV. Si studiano due regioni di superficie diverse perché le
distribuzioni spaziali di ¥¢ e ¥y differiscono: la prima é centrata
sugli atomi di Ga mentre la seconda su quelli di As (Fig. 2).

Spesso, nel confronto tra teoria ed esperimento, la dipendenza
dal potenziale viene inclusa in un coefficiente di trasmissione della
barriera T(E,V), cosi che

Er+V
(V) /E o(E)T(E,V)dE (2.6)

tuttavia in generale la forte dipendenza di T(E,V) da V impedisce
di trovare una relazione semplice tra la conducibilita differenziale
dI/dV e la densita locale degli stati p.

Una soluzione al problema puo essere quella di dividere la con-
ducibilita differenziale per I/V [6]. Si ottiene in questo modo $2&,
che cancella la dipendenza esponenziale di T(E,V) da V.

I dipende poi fortemente dalla funzione lavoro ¢ del materi-
ale, cioeé dall’altezza della barriera di potenziale che un elettrone al
livello di Fermi deve superare per abbandonare la superficie. Sper-
imentalmente si misura una funzione lavoro effettiva ¢4 [7], cioe la

barriera che le cariche devono superare per passare da un elettrodo
all’altro. Poiché

I « Vexp(—2s\/2mey/h) (2.7)

si definisce, per V costante,

R dinl
¢A 8m ds ) (2’8)
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Figura 2: Immagine di GaAds(110) ottenuta con potenziale del
campione rispetio alla punta a)+1.9V e b)-1.9V". Si pué vedere
come la corrente elettronica interessi atomi distinti, nel primo
caso Ga, nel secondo As. In ¢) ¢ riportata la struttura del
GaAs (Ga € As sono rispettivamente i cerchi pieni € vuoti).

con s separazione punta-campione (I ed s sono quantita note).
Quando s =& o0 = ¢4(s) = ¢, dove ¢ e la funzione lavoro del-
la superficie del campione, ma quando s e finito, ¢4 < ¢, per la
presenza di interazioni di scambio-correlazione e di dipoli indotti !.

Il formalismo utilizzato non e piu corretto quando punta e cam-
pione sono cosi vicini tra loro che la sovrapposizione tra le funzioni
d’onda dei vari stati € apprezzabile: in questo caso stati di punta e

'In pratica un'accurata misura della barriera & molto difficoltosa. Infatti
misure che evitano i problemi di compensazione dovuti al non istantaneo ciclo
di feed-back, lavorano a bassa velocita facendo intervenire effetti di deriva. Se
st lavora ad alte velocita di modulazione del potenziale, & poco accurata la
calibrazione degli elementi piezoelettrici che controllano lo spostamento.
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di campione vanno trattati come un singolo sistema.

3 Apparato per misure STM

Una misura STM richiede il movimento di una punta a una distan-
za di qualche angstrom da una superficie, evitando ogni interazione
che danneggi la punta stessa, ma mantenendo costante tale dis-
tanza oppure variandola in modo che resti costante la corrente di
tunneling. Richiede inoltre la possibilita di variare la differenza di
potenziale tra punta e campione, in modo da poter investigare stati
della banda di valenza e di quella di conduzione in un ampio spettro
energetico

8
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Figura 3: Schema di apparato. Si distinguono gli elemen- ..
ti piezoelettrici (P,,P,. P.), l'unita di controllo CU che puo

mantenere costante la corrente di tunneling Jr oppure la

distanza punta-¢campione s o infine il potenziale applicato.

L’accuratezza sulla distanza punta campione deve essere migliore
di 0.05 A, e la risoluzione nel piano x-y migliore di 1 A, per una
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distanza di tunneling che mediamente & di circa 6 A. Tali parametri
vengono gestiti da un circuito di feed-back, composto da elementi
piezoelettrici, che mantiene stabile la corrente di tunneling oppure
la distanza punta-campione (Fig. 3). Ovviamente la reazione di
tale sistema non e né istantanea né esatta. Al sistema di scansione
e al circuito di controllo & richiesto inoltre un grande intervallo
spaziale di operativita.

I principali ostacoli a un accurato posizionamento della punta
sono dati da:

-vibrazioni a bassa frequenza;
-derive termiche;
-rumore elettrico.

Si effettuano misure in aria e in ultra alto vuoto; nel primo caso
si ha il vantaggio di un apparato piu compatto, quindi meno sensi-
bile alle vibrazioni meccaniche, nel secondo caso quello di studiare
superfici pulite, cioé non contaminate chimicamente dall’atmosfera.

La geometria e |'identita chimica della punta hanno grande in-
fluenza sulle misure topografiche e spettroscopiche [8]. Le migliori
immagini st hanno quando la punta & metallica e ha un solo atomo
alla sua estremita, poiché la risoluzione nella misura e pari all’area
attraversata dalle cariche di tunneling. In realta data la estrema
dipendenza della corrente di tunneling dalla distanza, basta che un
atomo sia solo di poco (~1 A) pilt sporgente degli altri perché la
maggior parte della corrente passi attraverso di esso. Materiali cos-
tituenti la punta sono generalmente Pt-Ir, Pt, Au (per misure in
aria), W (per misurte in UHV). In generale, conoscendo il raggio
di curvatura della parte terminale della punta, € possibile stimarne
la risoluzione spaziale.

I risultati della misura possono infine essere influenzati da inter-
azioni tra punta e campione dovute alla deformabilita della punte
oppure alla presenza di impurezze sulla superficie. Sperimental-
mente [9] si & verificato come la forza di interazione tra punta e

campione sia di circa 1 nN per una separazione di circa 3.5 A.

112



4 Metodologie di analisi superficiale

Gia in passato tecniche spettroscopiche utilizzanti I’effetto tunnel
venivano usate per studiare giunzioni fisse. La novita della tecnica
STM sta nell’abilita di scansione e nella possibilita di variare la dis-
tanza tra punta e campione, rendendo possibile sondare la barriera
di potenziale tra i due elettrodi. Inoltre la possibilita di variare la
differenza di potenziale tra gli elettrodi rende utilizzabili e quindi
studiabili molteplici autostati di punta e campione. Lo svantaggio
di tale tecnica e legato al contributo sconosciuto della punta, che
rende non perfettamente riproducibili i dati raccolti. Solitamente
vengono effettuati due tipi di scansione: (i) a corrente di tunnel-
ing fissata, con velocita di scansione dell’ordine di 10um/sec; (ii) a
distanza punta-campione fissata, con velocita piu elevata, parago-
nabile allo standard TV. Altre tecniche combinano in vari modi le
due qui citate.

Nel caso (i), tramite il circuito di feed-back, ogni deviazione da
un prefissato valore della corrente viene compensata variando op-
portunamente la separazione tra punta e campione. Nel caso (ii),
le misure I-V effettuate a distanza punta-campione fissata costitu-
iscono una sonda maggiormente risolta in energia: permettono di
ottenere, ad esempio, il gap di banda e la concentrazione dei porta-
tori. La superficie del campione deve pero essere priva di rugosita
onde evitare il danneggiamento della sonda: 1'utilizzo di questa
particolare tecnica STM e pertanto limitato a piccole porzioni di
superficie.

Poiché la STM, piu che una topografia superficiale degli ato-
mi, da una misura delle funzioni d’onda elettroniche superficiali, si
cerca di variare la finestra di energia degli stati che contribuiscono
alla corrente di tunnel I, in modo da raccogliere informazioni, oltre
che di tipo spettroscopico, anche sulla loro localizzazione spaziale
[10]. Per questo, si raccolgono misure dipendenti da V delle curve
a I costante, che permettono anche di ottenere la conducibilita
differenziale d1/dV. Tale tecnica & stata ad esempio applicata al
Si(111) nella sua ricostruzione superficiale 2x1 2, la cui superficie &

2mxn sono gli indici di Miller bidimensionali che servono a descrivere la

cella unitaria superficiale in termini di vettori del reticolo di volume.
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caratterizzata da una catena quasi-unidimensionale di atomi di Si,
disposti a zig-zag, con legami di tipo 7 tra un atomo di Si e 1"altro®.

Si & osservato come gli stati della banda di valenza (studiati a
V del campione positivo) siano localizzati su un lato della catena
(Fig. 4a), mentre quelli della banda di conduzione (studiati a V del
campione negativo) siano localizzati sull’altro lato (Fig. 4b). E la
simmetria del reticolo sottostante che rende non-equivalenti i due
atomi nella cella unitaria.

Figura 4: Superficie di Si(111)2x 1, applicando al campione
il potenziale a)+1V (in chiaro gli stati in BY) e B)-1V (in
chiaro gli stati in BC). E evidenziato il legame  tra gli atomi

di Si.

Un’altra variante e rappresentata dalla tecnica CITS (Current
Imaging Tunneling Spectroscopy), che consiste, per ciascun pixel

3Quando si parla di ricostruzione si intende evidenziare come la periodicita
fondamentale degli atomi di superficie sia diversa da quella del materiale mas-
sivo sottostante. Poiché i legami sono di tipo covalente, in superficie si avrebbe
un grande numero di legami liberi {dangling bonds); gli atomi superficiali si
riarrangiano in modo da diminuire questo numero, diminuendo cosi I'energia
libera del sistema. Si osserva una specie di superreticolo superficiale, che da un
ordine frazionario negli studi di diffrazione.
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della scansione, nell’effettuare la misura a I costante e successiva-
mente disabilitare il circuito di feedback ottenendo le caratteristiche
I-V. In questo modo si osserva la localizzazione degli stati in fun-
zione della loro energia e della loro posizione. Da questi spettri
e possibile ricavare la densita di stati a Ep+V alla distanza e al
potenziale dati dalle condizioni di lavoro [11].

Per evitare il danneggiamento della superficie in esame, I'intensita
della corrente viene mantenuta molto bassa, intorno al nA. La si
puo ampliﬁcare, ad esempio, riducendo la separazione tra punta-
ca.mplone La dipendenza dalla distanza viene eliminato normaliz-
zando i risultati di conducibilita differenziale dI/dV ottenuti, cioe
dividendoli per 1/V. Questo permette di confrontarli tra loro, ma
ha un ulteriore vantaggio: elimina la dipendenza esponenzmle dal
potenziale nella formula che lega la corrente alla densita di carica.

La normalizzazione effettuata in questo modo non é corretta
quando ci si trova in presenza di materiali con grandi gap di banda:
intensita di corrente e conducibilita vanno a zero e il rapporto sopra
citato diverge. In questi casi si usa una correzione moltiplicativa
della forma erp(2kAs), con As variazione della distanza punta-
campione e k inverso della lunghezza di decadimento della corrente
di tunnel [12].

5 Tunneling in scienza dei materiali

5.1 Si(111)7x7

Il silicio (111) nella sua ricostruzione superficiale 7x7 & stata la pri-
ma superficie studiata con tecniche STM [2] [13]. La ricostruzione
7x7 si osserva per superfici trattate con annealing a T inferiori di
1148 K (a T superiori sarebbe 1x1) ma superiori a 653 K (al di
sotto sarebbe 2x1).

La prima osservazione di tale superficie & stata effettuata con
tecnica LEED (Low Energy Electron Diffraction) nel 1959 [14], ma
si e dovuta attendere la STM per poter formulare un modello ac-
cettato [15] detto DAS (dimer-adatom-stacking fault). Infatti, per
la complessita della cella unitaria, contenente 49 atomi (Fig. 5),
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Figura 5: Schema del Si{111)-7x 7 nella struttura DAS.

non é possibile ricostruire I'immagine in campo reale solamente dai
picchi di diffrazione.

Il modello attualmente accettato descrive la superficie del Si(111)
come una combinazione di adatomi (atomi di Si legati a tre atomi
superficiali) e di vacanze posti sopra un substrato di Si. Il riar-
rangiamento della superficie e dello strato immediatamente sotto
di essa e attribuito alle interazioni a corto raggio che minimizzano
il numero di dangling bonds. L’altezza apparente delle strutture
visualizzata in STM dipende piu dalla distribuzione spaziale degli
stati elettronici che dalla geometria degli atomi: in Fig. 6a sembra
che gli atomi nelle due meta della cella unitaria abbiano altezza
diversa, ma cambiando la polarita del campione l'altezza apparente
si scambia (Fig. 6b e 6¢): in un caso si studia la distribuzione degli
stati occupati, nell’altro quella degli stati non occupati.
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Figura 6: Immagine CITS della superficie del Si(111)-
7x 7. I potenziali applicati al campione rispetto alla punta
sono rispettivamente a)-0.35V, b)-0.8V, ¢)-1.75V. Il rombo
rappresenta la cella unitaria superficiale.
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5.2 Onde di densiti di carica (CDW)

Le onde di densita di carica sono un fenomeno che si osserva nei
composti del tipo M X; e M X3, con M metallo di transizione (Ta,
Nb, V) e X calcogeno (Se, S). Tali composti formano strutture
cristalline quasi-unidimensionali o quasi-bidimensionali, dipendenti
dalla temperatura di crescita. Si presentano come lunghi cristal-
li fibrosi caratterizzati da catene di atomi metallici circondati da
gabbie trigonali prismatiche di atomi calcogeni.

L’interazione fra elettroni e fononi produce un’interazione fra
elettroni e buche, che da luogo a una transizione da uno stato
metallico a uno stato di isolante. Tale transizione e caratterizzata
da uno stato coerente a lungo range del gas elettronico, descritto
come trasferimento di elettroni in un’onda stazionaria. La modu-
lazione della densita di carica dello stato risultante ha periodicita
pari a due o piu vettori reticolari (Fig. 7) ed & data da:

Ap = pycos(2kpz + @) (5.1)

con k vettor d’onda di Fermi, x coordinata spaziale e ¢, p; costanti.

Tale fenomeno € determinato da una divergenza nella suscettiv-
it elettronica completa x(q) [16], che & dovuta all’interazione non
solo tra elettroni ma anche tra elettroni e fononi e a effetti di
correlazione-scambio. Essa é legata alla suscettivita elettronica
semplice x%(q) dalla relazione:

. 1
x(9) =X (97 X(9)x°(q)

(5.2)

dove X(q) riflette la simmetria della superficie di Fermi (FS). Tale
formula e ricavata nella teoria RPA (Random Phase Approxima-
tion), ed & chiaro che si ha una divergenza quando X(q) ~ 1/x°%(q).
Poiché X(q) ha sempre valori abbastanza piccoli, deve essere grande
x°(q). Affinché x°(q) sia grande, grandi aree della superficie di
Fermi devono venire separate dallo stesso vettore d’onda. Se la
struttura e cilindrica o planare, questa condizione viene soddisfat-
ta, quindi e favorita, in ultima analisi, la formazione di onde di
densita di carica.

118



° TO
O Se
® COwW MAX

Figura 7: Supercella CDW con clusters di 13 atomi di Ta in
composti TaSe; e TaS,.

Riassumendo, si ha instahilita quando !’'interazione elettrone-
fonone supera il termine elettrostatico, ma condizione necessaria e
che sia grande il termine x%(q) 4.

Il picco presente in x°(q) a T ~ OK diminuisce e si allarga
all’aumentare di T: si ha quindi divergenza solo quando la tem-
peratura & al di sotto di un certo valore. Sopra tale valore la tran-
sizione allo stato CDW non ha luogo e il materiale continua ad
avere comportamento metallico.

La formazione di CDW & accompagnata da una distorsione del
reticolo, poiché é richiesto un moto ionico per schermare la modu-
lazione elettronica. Tale distorsione viene osservata con tecniche di
diffrazione di raggi X, elettroni e neutroni.

4Lo stato fondamentale in teoria del campo medio, con coppie buca-elettrone
aventi momento totale q=2kg e un gap per le eccitazioni di carica nello spettro
in E, & simile allo stato superconduttore della teoria BCS.
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1 nm

Figura 8: Immagine STM di atomi e CDW sulla superficie
di un cristallo di TaS,. E evidente il superreticolo ruolato
rispetto al reticolo atomico.

L’interazione elettrone-fonone modifica la densita locale degli
stati in corrispondenza alla FS, provocando la formazione di un gap
di energia che annulla in parte o addirittura completamente la FS.
Poiché la STM misura la LDOS al livello di Fermi, e la CDW, come
detto, modifica la LDOS, provocando la formazione di una struttura
nodale con periodicita corrispondente alla cella unitaria coinvolta
nel collasso della FS, & possibile misurare in STM le ampiezze di
CDW, ad esempio nel modo a I costante (Fig. 8).

Misure spettroscopiche sono state utili nel determinare una ben
definita struttura di gap nei materiali CDW. Tali gap sono grandi
se paragonati ai valori determinati dal debole accoppiamento BCS,
e questo spiega la stabilita di tali strutture anche a temperature T
relativamente alte.

A T ambiente si osserva una modulazione a lungo raggio dell’'ampiezza
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10 nm

Figura 9: Immagine STM di TaS; a T ambiente! ¢ mes-
sa in rilievo la strutlura bidimensionale risultante dalla
modulazione in ampiezza della CDIV.
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di CDW (17], attribuita all’interferenza tra modulazione CDW e
modulazione prodotta dagli atomi di S o di Se superficiali, che
provocano locali variazioni nel trasferimento di carica. Le prime
osservazioni risalgono al 1989 e hanno messo in luce come il perio-
do di tali modulazioni sia di circa 6 CDW, con variazioni anche del
46 per cento (Fig. 9). La STM e la microscopia a forza atomica
(AFM) si sono rivelate le uniche tecniche sperimentali che possono
evidenziare tale struttura in dettaglio.

6 Conclusioni

L’accuratezza e la sensibilita della tecnica di microscopia a scan-
sione a effetto tunnel ne fanno un prezioso metodo di indagine di
superfici. Essa permette di rilevare immagini tridimensionali di su-
perfici con risoluzioni a livello atomico, su scala locale nello spazio
reale. Altre tecniche di analisi di superficie (XRD e tecniche diffrat-
tive in generale) danno informazioni nello spazio reciproco. La mi-
croscopia elettronica (SEM e TEM) lavora in vuoto su campioni
appositamente preparati, con costi decisamente superiori alla STM.
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